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1. Uvod

Mnogi algoritmi u bioinformatici temelje se na analizi genoma, tj. njegove znakovne
reprezentacije, a najceSci upiti koji se nad tim znakovnim nizom postavljaju su
trazenje preklapanja s nekim drugim, €esto puno kra¢im, znakovnim nizom. Kako su
znakovni nizovi koji predstavljaju genom reda veli¢ine od 10° do 10° znakova, upiti se
moraju izvrSavati brzo i neovisno o duljini poCetnog znakovnog niza, a kako bi
izvrSavanje upita bilo uopée moguce, potrebno je imati strukturu podataka koja cCe, s
jedne strane, $to saZetije sadrzavati reprezentaciju znakovnog niza, a s druge strane,

biti organizirana tako da potrebne upite obavlja u linearnom vremenu.

Kada govorimo o strukturama podataka, postoje dvije strukture podataka koje
omogucéavaju manipulaciju nad znakovnim nizom, a to su sufiksno polje i sufiksno

stablo.

Obje strukture podataka sadrze sve sufikse poCetnog niza, samo ih pohranjuju na
drugadiji nacin. Sufiksno polje je polje koje sadrzi indekse abecedno poredanih
sufiksa poCetnog znakovnog niza, dok u sufiksnom stablu put od korijena do lista

predstavlja jedan od sufiksa.

Razlika sufiksnog polja i sufiksnog stabla je u koli¢ini memorije potrebne za
reprezentaciju znakovnog niza. Sufiksna stabla memorijski su puno zahtjevnija od
sufiksnog polja buduci da za pohranu istog znakovnog niza traze vise informacija. S
druge strane, pohranjeni viSak informacija omogucéava strukturi sufiksnog stabla da
neke upite nad znakovnim nizom izvrSava brZze od sufiksnog polja. Stoga moZzemo

zaklju€iti da obje strukture imaju svoje prednosti i mane.

U nastavku ovog rada posvetit cemo se strukturi sufiksnog stabla, njenoj izgradnji u
linearnom vremenu i pronalazenju sufiks-prefiks preklapanja izmedu znakovnih

nizova kao jednoj od primjena ove strukture.



2. Sufiksno stablo

Sufiksno stablo je struktura podataka koja sadrzi sve sufikse odredenog znakovnog
niza. Glavno svojstvo ove strukture je Sto omogucava razne manipulacije nad
znakovnim nizom, kao Sto su provjera podudaranja s nekim drugim znakovnim
nizom, broj ponavljanja odredenog znakovnog niza u nizu nad kojim je stablo
izgradeno i sl. u linearnom vremenu ovisno o duljini podniza. Ovo svojstvo strukture
vrlo je moéno jer nam omogucava da nakon $to jednom izgradimo stablo, sve upite
nad njim provodimo neovisno o duljini po¢etnog niza, koje kod nekih primjera, kao Sto
je reprezentacija genoma, moze biti jako veliko. Prije nastavka definirat cemo neke

oshovne pojmove i oznake koje ¢emo primjenjivati.

Niz znakova nad kojim ¢emo graditi stablo oznacavat ¢emo slovom S, broj znakova
koji niz s sadrzi oznaCavat cemo slovom n, a pojedini znak na odredenoj poziciji

oznacavat cemo oznakom s [1i], gdje indeksacija zapoCinje nulom.

Definicija. Podniz znakovnog niza s, s oznakom S[i, 7], je niz znakova Koji

zapocinje na i-toj poziciji, a zavrSava ukljucivo na j-toj poziciji.

Definicija. Prefiks znakovnog niza s, s oznakom S [0, i], je podniz znakovnog niza

S, koji po€inje prvim znakom, a zavrSava ukljucivo na poziciji i.

Definicija. Sufiks znakovnog niza s, s oznakom S[i,n-1], je podniz znakovnog
niza s, koji zapocinje na poziciji i, a zavrSava ukljuivo zadnjim znakom znakovnog

niza s.

U nastavku iznosimo formalnu definiciju sufiksnog stabla temeljenu na sljedecoj

klasifikaciji Cvorova.
Definicija. Korijen je ¢vor koji nema roditelja, list je ¢vor koji nema djece, a unutarnji
¢vor je Cvor koiji nije niti korijen niti list.

Definicija. Sufiksno stablo je struktura podataka koja je jedinstveno odredena
korijenom stabla, skupom ¢vorova i bridovima koji predstavljaju prijelaze, a oznaceni

su podnizovima znakovnog niza nad kojim je stablo izgradeno.



Na slici 2.1. prikazano je stablo za znakovni niz ,ABBABAABC". Sva stabla, radi
preglednosti, bit Ce orijentirana tako da im krajnje lijevi ¢vor predstavlja korijen stabla,

a samo stablo razvija se s lijeva na desno.

&BC AABC

BABAABC
C

Slika 2.1. Prikaz sufiksnog stabla izgradenog nad znakovni nizom: ,ABBABAABC®. Bridovi
oznaceni plavom bojom predstavijaju sufiks ,BAABC®, a bridovi oznac¢eni zelenom bojom predstavijaju

sufiks ,AABC*. Unutarnji ¢vor predstavijen zelenom bojom ima oznaku puta ,,AB*,

Definicija. Oznaka puta ¢vora v je znakovni niz koji se dobije nadovezivanjem

oznaka bridova na putu od korijena do ¢vora v.

Svaki sufiks u sufiksnom stablu odreden je putom koji se proteZe od korijena stabla,
preko odredenog broja unutarnjih ¢vorova, do jednog od listova, tj. svaka oznaka
puta nekog lista predstavlja jedan od sufiksa znakovnog niza nad kojim je izgradeno

stablo. Svaki list jedinstveno odreduje sufiks znakovnog niza S.

Iz primjera na slici 2.1. mozemo zakljuCiti da je oznaka puta unutarnjeg ¢vora
oznacenog zelenom bojom ,AB“. Put od korijena do lista oznaten crvenom bojom
predstavlja sufiks ,AABC“ dok put oznaCen plavom bojom predstavlja sufiks
.BAABC*.

Dodatno, moZzemo zakljuciti na sljedece svojstvo sufiksnog stabla: ,Korijen stabla ima
onoliko djece koliko ima razli€itih znakova u znakovnom nizu S, buduci da sufiksno
stablo sadrzi sve sufikse niza, a put kojim je svaki sufiks odreden zapocinje

korijenom.



Prilikom izgradnje sufiksnog stabla, na kraj znakovnog niza postavlja se oznaka kraja
niza koja ima svojstvo da je leksikografski ve¢a od svih znakova koji se pojavljuju u
znakovnom nizu te se po prvi i jedini puta pojavljuje na kraju niza. U nastavku teksta
znak kraja niza oznacavat ¢emo znakom ,$“. Zadaca znaka kraja niza je osigurati da

svaki sufiks bude sadrzan u stablu.

Definicija. Implicitno sufiksno stablo je stablo izgradeno nad znakovnim nizom Koji

na svome kraju nema oznaku kraja niza.

Sufiksno stablo prikazano na slici 2.1. je implicitno zato §to znakovni niz nad kojim je
izgradeno ne sadrzi znak ,$“ na svome kraju. Ipak, ulogu znaka kraja niza u tom
primjeru preuzima znak ,C* zato Sto zadovoljava svojstva znaka kraja niza buduci da
se po prvi puta pojavljuje, nalazi se na kraju i abecedno je veci od svih znakova

znakovnog niza.

U nastavku teksta opisujemo algoritam izgradnje sufiksnog stabla u linearnoj
slozenosti. Naime, iako smo rekli da je temeljno svojstvo stabla da se upiti nad njim
izvode neovisno o duljini znakovnog niza nad kojim je izgraden, brzina izgradnje
stabla jednako je vazan faktor. Primjeri zapisa genoma, nad kojim se €esto provode
upiti, reda su veli¢ine od 10° do 10° znakova te tako veliki znakovni nizovi ne trpe

kvadratnu sloZenost, u kojoj se sufiksno stablo moze izgraditi na trivijalan nacin.



3. Naivni Ukkonenov algoritam

Ukkonenov algoritam izgradnje sufiksnog stabla temelji se na izgradnji implicitnih

sufiksnih stabala za svaki pojedini prefiks znakovnog niza.

Tako je za znakovni niz ,ABCD* potrebno izgraditi stablo za prvi prefiks, a to je ,A“.
Prethodno stablo nadogradujemo svim sufiksima sljedeéeg prefiksa (,AB®), a to su
sufiksi ,AB" i ,A“. U sljedecem koraku stablo nadogradujemo znakovnim nizovima:
LABCY, ,BC“i ,C" koji predstavljaju sve sufikse prefiksa ,ABC". U posljednjem koraku
gradimo stablo za sve sufikse zadanog znakovnog niza, a to su redom: ,ABCD¢,
,BCD*, ,CD*i D"

Prije nastavka potrebno je otkloniti potencijalnu nedoumicu. Naime, u prvom smo
koraku izgradili sufiksno stablo za znak ,A" koji ne predstavlja niti jedan sufiks
znakovnog niza ,ABCD". Zapravo, stabla izgradena u prvih n—1 koraka ne
predstavljaju konano stablo, nego su kostur za proSirenje sufiksima sljedecéeg
koraka. Tako znakovni niz ,A“ koji je dodan u stablo u prvom koraku, sluzi kao temel
za prosirenje do znakovnog niza ,,AB“, koji se preko znakovnog niza ,ABC* proSiruje
do sufiksa ,ABCD" a nalazi se u konacnom sufiksnom stablu. Jednako tako se znak

,B", koji je dodan u 2. koraku, prosiruje preko znakovnog niza ,BC* do sufiksa ,BCD".
Opcenito vrijedi:

- ui-tom koraku izgradili smo Ti za sve sufikse podniza S[0,i]
- U (i+1)-om koraku proSiruje se prethodno izgradeno stablo Ti za sve sufikse
podniza S[0,i+1] te se tako dobiva stablo Ti+1
- sufiksi dodani u (i+1)-om koraku nazivaju se prosirenja
- svako prosirenje moze biti ostvareno u 3 slu€aja
- produljivanjem brida (implicitno proS$irenje)
- dodavanjem novog brida (eksplicitno proSirenje)

- zanemarivanjem proSirenja

Vrste proSirenja bit ¢e opisane u nastavku.



3.1. Vrste prosirenja

U (i+1)-om koraku cilj svakog j-tog proSirenja je osigurati da se podniz S[j, i+1] nalazi
u stablu. Naime, kako smo u prethodnom koraku nadogradili stablo za sve sufikse od
S[O, i], primijetimo da ¢e podniz SJj, i] uvijek postojati za j-to proSirenje, a vrsta

proSirenja ovisit ¢e o nastavku puta i znaku S[i+1].

Slu€aj 1. Ako put SJj, i] zavrSava kao list, brid grane koja vodi do lista proSiruje se

znakom S[i+1]. Ovakva vrsta proSirenja naziva se implicitno prosirenje.

ABBA ABBA
E A B AC
B B
(a) (b)
Slika 3.1. Implicitno proSirenje. (a) Stablo prije proSirenja. (b) Stablo nakon proS$irenja znakovnim
nizom ,BAC*,

Slika 3.1. (a) prikazuje stablo prije proSirenja. Ako stablo prosirimo znakovnim nizom
S[j,i+1] = ,BACY, prosirenje ¢e biti implicitno zato Sto put SJj, i] = ,BA" zavrSava listom
(taj put je prikazan crvenom bojom). Implicitno proSirenje svodi se na proSirenje
oznake zadnjeg brida na putu zadnjim znakom znakovnog niza kojim obavljamo
prosirenje (to je u nasem slu€aju znak S[i+1] = ,C“). Tako oznaka brida ,A" postaje

»,AC". Rezultat implicitnog proSirenja prikazan je na slici 3.1. (b).

Sluc€aj 2. Ako se iz puta SJj, i] ne nastavlja niti jedan put koji poCinje znakom SJ[i+1]
potrebno je dodati novu granu koja vodi do lista, a oznacena je znakom S[i+1]. Pri
tome, ako put S[j, i] ne zavrSava u nekom od unutarnjih &vorova potrebno je dodati
novi unutarnji ¢vor koji razdvaja put prema listu i nastavak puta. Ovakva vrsta

proSirenja naziva se eksplicitno prosirenje.

Slika 3.2. (a) prikazuje stablo prije proSirenja. Ako stablo prosirimo znakovnim nizom
S[j, i+1] = ,BC*, proSirenje ¢e biti eksplicitho zato za put S[j, i] = ,B* ne postoji
nastavak puta koji po€inje zavrSnim znakom znakovnog niza (u ovom slu€aju S[i+1] =
,C"). Kako put ,B* zavrSava unutarnjim ¢vorom, eksplicitno proSirenje stabla svodi se
na dodavanje brida koji povezuje kraj puta s novostvorenim listom, a oznacen je

zadnjim znakom znakovnog niza. Rezultat proSirenja prikazan je na slici 3.2. (b).



AEBBA BA

ARBA . A 5
B s BA AR Ba
& ¢
E&
(a) (b) (©)
Slika 3.2. Eksplicitho proSirenje. (a) Stablo prije proSirenja. (b) Stablo nakon proSirenja

znakovnim nizom ,BC*. (c) Stablo nakon proSirenja znakovnim nizom ,ABC*.

Ako stablo iz istog primjera proSirimo znakovnim nizom Sjj, i+1] = ,ABC", proSirenje,
iako Ce isto biti eksplicitno, zahtijeva stvaranje novog unutarnjeg ¢vora buduci da put
S[j, i] = ,AB* ne zavrSava postoje¢im unutarnjim ¢vorom. Novostvoreni unutarnji ¢vor
(oznacen crvenom bojom na slici 3.2. (c)) predstavlja grananje koje niz ,AB“ nastavlja
prema sufiksu ,ABBA®, koji je postojao u stablu prije proSirenja, te prema sufiksu
-LABC®, koji ¢e u stablu postojati nakon prosSirenja. ProSirenje se svodi na dodavanje
brida koji povezuje novostvoreni unutarnji ¢vor s novostvorenim listom, a oznacen je
zadnjim znakom znakovnog niza (S[i+1] = ,C“). Rezultat proSirenja prikazan je na
slici 3.2. (c).

Primijetite da se sluCajevi eksplicitnog proSirenja razlikuju u stvaranju novog
unutarnjeg ¢€vora, dok su im stvaranje novog lista te dodavanje novog brida, koji je

oznacen zadnjim znakom znakovnog niza, zajednicki.

Slu€aj 3. Ako postoji put koji se iz puta SJj, i] nastavlja znakom S[i+1], proSirenje

treba zanemariti buduci da je put Sfj, i+1] ve¢ sadrzan u stablu.

ARBA
E A
B
Slika 3.3. Stablo nad kojim se zanemaruje prosirenje nizom ,BB*.

Na slici 3.3. prikazano je stablo prije proSirenja. Ako stablo pokuSamo proSiriti
znakovnim nizom SJj, i+1] = ,BB", prema slu€aju br. 3, necCe biti promjena u stablu

buduci da se znakovni niz ,BB* u njemu vec nalazi.



3.2. Algoritam i analiza slozenosti

U nastavku je prikazan pseudokod osnovne izvedbe Ukkonenovog algoritma:

izgradi stablo Ty
za i=1 do n-1 &initi
{
// gradi se stablo Ti;;1 na temelju stabla Ti
za j=0 do i éiniti
{
// potrebno je osigurati postojanje S[j, i+1] u stablu T;
ako put S[j,i] zavrSava kao list onda
implicitno proSirenje (slucaj 1)
{
ako je put S[j,i+l] ve¢ sadrzan onda
ne radi nista (slucaj 3)

eksplicitno proSirenje (slucaj 2)

Algoritam 3.1. Naivni Ukkonenov algoritam

. . . v . . P, Vg ox n:(n+1)
Prema gore opisanom algoritmu provjera slu¢aja za podniz Sfj,i] izvrSit e se ———

puta. Kako se provjera slu€aja izvodi u slozenosti 0(m) gdje je m duljina podniza, au
najgorem slu€aju O(n), buduéi da provjeru sluCaja za svaki podniz provodimo

pocevsi od korijena stabla. Zato je sloZzenost naivne verzije algoritma 0(n3).




3.3. Primjer izgradnje stabla
Pogledajmo sada primjer izgradnje stabla za znakovni niz ,ABBAS$".

D—H.‘

Slika 3.4. 1. korak izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABBA$"

U prvom koraku gradimo stablo za znak ,A". Stablo na slici 3.4. predstavlja stablo To

iz algoritma.
AB
AB B
O
Slika 3.5. 2. korak izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABBA$“

U drugom koraku algoritma moramo osigurati postojanje sljedecih znakovnih nizova:
LAB“ i ,B“ prosirujuci stablo To izgradeno u prethodnom koraku. Stablo To nizom ,,AB*
pro8irit ¢emo implicitno, a zatim eksplicitno nizom znakova ,B“. Rezultat ovih

proSirenja prikazan je na slici 3.5.

AER #BE ABB
E EE EE
Slika 3.6. 3. korak izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABBA$"

U treCem koraku stablo Ti, koje je izgradeno u prethodnom koraku, proSirujemo
znakovnim nizovima ,ABB¢ ,BB“ i ,B“. Za znakovne nizove ,ABB“ i ,BB*
primjenjujemo implicitno proSirenje, dok za ,B* ne poduzimamo nikakvu akciju zato

Sto je taj znakovni niz sadrzan u stablu. Izgradnja stabla T2 prikazana je na slici 3.6.

AEEA ABBA
ABBA ABBA B BA B B&
EE BEA A &

Slika 3.7. 4. korak izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABBA$"

U Cetvrtom koraku proSirujemo stablo svim sufiksima prefiksa ,ABBA®, a to su redom:
LABBA®, ,BBA®, ,BA“ i ,A“. Prva dva sufiksa proSiruju stablo T2 implicitno, trec¢i ga



proSiruje eksplicitno dok se za zadniji sufiks ne poduzima nikakva akcija buduéi da je
sam vec¢ sadrzan u stablu nakon svih prethodnih proSirenja. Zaustavimo se na tren i
primijetimo vaznost znaka kraja niza ('$'). Bez njega bi 4. korak bio ujedno i posljedniji
korak algoritma te bi konacno stablo izgledalo kao na slici 3.7. koje ne sadrzi jedan
sufiks — upravo onaj za koji nismo poduzeli nikakvu akciju u trenutnom koraku. Ovaj
problem upravo rjeSava znak kraja niza ('$') koji se prvi puta pojavljuje i leksikografski
je vecCi od svih znakova u stablu pa tako u sljede¢em koraku svi sufiksi proSiruju

stablo eksplicitno ili implicitno.

4EEA$ AEEA$ #BBAY
B B 5 BAS B Bas

Slika 3.8. 5. korak izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABBA$"

U zadnjem koraku stablo prosirujemo svim sufiksima znakovnog niza ,ABBA%", a to
su redom: ,ABBAS%“, ,BBA%", ,BA%", ,A$" i ,$“. Primijetite da u zadnjem koraku nije
moguce primijeniti slu€aj br. 3 zato Sto niz koji na svom kraju sadrzi znak kraja niza
nikako ne moze biti prethodno sadrzan u stablu. Zbog toga nakon zadnjeg proSirenja,
a to je proSirenje samim znakom kraja niza ,$“, svi sufiksi bit ée sadrzani u stablu.

Konacno sufiksno stablo prikazano je na slici 3.8.
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4. Linearni Ukkonenov algoritam

4.1. Eliminacija provjere implicitnog prosirenja

Do prvog poboljSanja algoritma doc¢i ¢emo intuitivho, preko primjera izgradnje stabla

za znakovni niz ,ABCD*. Koraci izgradnje algoritma prikazani su na slici 4.1.

ABCD
ABC BCD
CD
LD EC
C b
N ‘<
O

Slika 4.1. Koraci izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABCD*

Primijetimo da ¢e na kraju i-tog koraka algoritma, svaki put zavrSavati znakom SJi], a
kako svaki kraj puta zavrSava listom, slijedi da ¢e na kraju i-tog koraka svaka oznaka
brida koji zavrSava listom, zavrSavati znakom SJi]. 1z slike 4.1. mozemo uociti kako se
dodavanje sufiksa: S[O, i], S[1, i], ..., S[i-1, i] zapravo svodi na implicitno proSirenje
svih putova stabla Tii, kreiranog u prethodnom koraku. Ovo opaZanje mozZe se
sazeto definirati pravilom: ,jednom list, uvijek list, tj. grana koja zavrSava u listu

uvijek Ce zavrSavati u listu.

Bridove stabla oznaavat cemo pomocu dvije kazaljke na sljedeci nain: [od, do].
Kazaljka od pokazuje na pocetni znak kojim je oznaCen brid, dok kazaljka do
pokazuje na zavrdni znak. Dodatno, kod bridova koji zavrSavaju listom, kazaljka do
ne pokazuje na fiksnu poziciju u znakovnom nizu, nego na znak SJ[i] te predstavlja

kraj niza u trenutnom koraku.

[0, #]
0, # 1, #
[2. #]
4] 1, #]
(i) (ii) (iii) (iv)
Slika 4.2. Koraci izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABCD" uz oznacavanje bridova

pomocu kazaljki
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Na slici 4.2. (i) prikazan je prvi korak izgradnje algoritma za i=0. Brid je oznacen
oznakom [0, #], Sto predstavlja S[O0, 0], tj. znak ,A“ buduci da je brid oznacen u prvom
koraku (1i=0), a oznaka trenutnog kraja (#) jednaka je 0. U sljedecem koraku brid je
oznacen istom oznakom [0, #], ali ona sada predstavlja drugi kontekst. Naime, buduci
da se radi o koraku za i=1, u ovom slu€aju brid oznaCava podniz S[0, 1], a
predstavlja znakovni niz ,AB". U treCem koraku brid je predstavljen istom oznakom,
ali uz znacenje S[0, 2] i predstavlja znakovni niz ,ABC*, dok u zavrSnom koraku ista

oznaka definira raspon znakova S[0, 3] i predstavlja sufiks ,ABCD*.

Cinjenica. Predstavljanje bridova koji zavr§avaju listom kazaljkom trenutnog kraja,
koja je ovisna o kontekstu algoritma, tj. koraku u kojem obavljamo proSirenja,
omogucéuje nam da sva implicitna proSirenja cijelog algoritma izvedemo u sloZenosti
o(1).

4.2. Redukcija na kvadratnu slozenost

Eliminacijom implicitnog proSirenja napravili smo velik korak prema reduciranju
slozenosti, buduéi da sva implicitna proSirenja obavljamo u 0(1), a pseudokod

algoritma mozZzemo zamisliti ovako:

za i=0 do n-1 &initi
{
// t — pozicija koja odreduje sufiks S[t, 1] koji nije sadrZan u stablu
nakon implicitnog prod$irenja prethodno izgradenog stabla Ti-;
za j=t do i &initi
{
ako S[j, 1] nije sadrzan u stablu onda

dodati sufiks S[j, 1]

}

Algoritam 4.1. Kvadratni Ukkonenov algoritam

Postavlja se pitanje kako odrediti poziciju t, tj. kako odrediti sufikse koji nisu
obuhvaceni implicitnim proSirenjem stabla izgradenog u prethodnom koraku.
Osvrnimo se jo$ jednom na primjer pomo¢u kojeg smo zaklju€ili na eliminaciju
provjere implicitnog proSirenja, a to je izgradnja stabla za znakovni niz ,ABCD*

prikazan na slici 4.2. Za taj primjer vrijedi t=1, tj. jedini sufiks koji je potrebno dodati
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u stablo u svakom koraku je S[i] buduci da su sufiksi S[O, i], ..., S[i-1, i] obuhvaceni
implicitnim proSirenjem stabla Ti-1, izgradenom u prethodnom koraku, Sto je na slici
4.1. prikazano crvenom bojom, no to nece biti opc¢eniti slu€aj. Pogledajmo primjer

izgradnje stabla za znakovni niz ,ABAC".

BAC
s
AB ABA & BAC
e
Slika 4.3. Koraci izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz ,ABAC",

U prvom koraku izgradili smo stablo za znak ,A% a u sljedeéem koraku dodali znak
,B“. Primijetite da se ,A" grana buduci da vodi do lista implicitno proSiruje u sloZenosti
0(1). U treCcem koraku obje su grane (ij. prethodno izgradeno stablo) implicitno
prosSirene, ali u tom koraku nismo dodali novi sufiks (buduci da se sufiks ,A“ veé
nalazi u stablu). Zadnjem koraku algoritma treba posvetiti posebnu dodatnu paznju.
Prije dodavanja novih sufiksa stablo se ponovno implicitno proSiruje te stablo sadrzi
dvije grane ,ABAC" i ,BAC" (taj korak nije prikazan na slici 4.3.) te nham preostaje

dodati sufikse: ,AC“i,C* tj t=1-1. Dakle, moZemo zakljuciti:

Cinjenica. U i-tom koraku potrebno je dodati onoliko sufiksa koliko ih je u

prethodnom koraku preskoc€eno, tj. vec¢ se nalazilo u stablu prema 3. slucaju.

U implementaciji za pamcenje broja sufiksa koje treba dodati, koristit cemo varijablu
podsjetnik, koju cemo uvecati za 1 u trenutku kada zapo€nemo novi korak, buduci
da moramo dodati novi sufiks za znak S[i], a umanjivati za 1 svaki puta kada dodamo
novi sufiks. Tako u svakom koraku znamo koliko sufiksa nije obuhvaceno implicitnim

prosirenjem prethodnog stabla, tj. koliko je novih sufiksa potrebno dodati.

Sada kada znamo odrediti koje sufikse je potrebno dodati u odredenom koraku,
spremni smo za sljedec¢e pobolj$anje koje ¢e reducirati sloZzenost algoritma na 0(n?).
Naime, ako u nekom koraku vrijedi da se niz ,ABC* nalazi u stablu, tada se i nizovi

,BC"i,C" takoder nalaze u stablu buduci da su sufiksi niza ,ABC"“. Mozemo poopéiti,

Cinjenica. Ako u je i-tom koraku sufiks SJj,i] sadrzan u stablu, tada su svi sufiksi

S[j+1,1], ..., SJi,i] takoder sadrzani u stablu.
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Algoritam mozemo modificirati ovako:

podsjetnik = 0
za i=0 do n-1 &initi
{
podsjetnik++
za j=i-podsjetnik+l do i €initi
{
ako S[j, 1] nije sadrzan u stablu onda {
dodati sufiks S[j, 1]
podsjetnik--
}

prekini petlju

Algoritam 4.2. Kvadratni Ukkonenov algoritam.

4.3. Aktivna pozicija

Zamislimo situaciju u kojoj gradimo sufiksno stablo za niz ,ABCDABCE" te da smo
izgradili podstablo za niz ,ABCD*. U sljedec¢em koraku bit ¢e potrebno provjeriti nalazi
li se ,A“ u prethodno izgradenom stablu. Jednako tako, istu provjeru morat ¢emo
provoditi nad znakovnim nizovima ,AB" i ,ABC*. Ako za svaki znakovni niz: ,A“, ,AB“ i
»LABC* provjeru zapocinjemo od korijena, drasticno ¢emo usporiti algoritam. Kako bi

provjeru obavili u 0(1) koristimo sljedecu €injenicu:

Cinjenica. Provjera 3. slugaja za podniz SJj, i] svodi se na provjeru podudaranja

znaka SJ[i] i sliedeceg znaka nastavka puta Sjj, i-1] koji se nalazi u stablu.

Kako bi ostvarili provjeru 3. sluCaja u slozenosti 0(1) stanje zadnje preskoCenog

sufiksa bit ¢e potrebno odrzavati u 3 varijable:
aktivni cvor — predstavlja posljednji Evor na kojem zavrSava put SJi,j]

aktivni brid - predstavija granu u kojoj zavrSava put SJi,j] za aktivni

évor

aktivna duljina — predstavija udaljenost kraja puta S[i,j] od aktivhog

évora
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Provjera 3. slu€aja svodi se na provjeru podudaranja znaka S[i] sa znakom
oznaka[aktivna duljina], gdje je oznaka, znakovni niz kojim je oznacen

aktivni brid.

Definicija. Aktivna pozicija, nastavak je puta zadnjeg sufiksa za kojeg je
ustanovljeno da se nalazi u stablu, a oznacena je trojkom kontrolnih varijabli i

oznaCava se (aktivni cvor, aktnivni brid, aktivna duljina).

Na slici 4.4. prikazani su koraci proSirenja stabla prilikom nadogradnje znakovnim
nizom ,ABBD®. Na svakom stablu crvenom je bojom oznaCen aktivni ¢vor prije
dodavanja sufiksa, dok je crvenom strelicom oznacCena aktivha pozicija na kojoj

moramo provjeriti zadnji znak.

SUFIKS STANJE STABLA STANJE VARIJABLI
v BAC aktivni cvor = korijen
AB
A @ o aktivni brid = ¢
aktivna duljina = 0
v BACA aktivni cvor = korijen
AB
»AB* O—ﬁ( aktivni brid = 'A’
aktivna duljina =1
v BACAR aktivni cvor = interni
AR aktivni brid = @
aktivna duljina = 0
v . . . .
BACAER aktivni cvor = interni
13 A2B . . . _ '
uABBD O—@ aktivni brid B
aktivna duljina =1
?
,BDD* :
Slika 4.4. Koraci nadogradnje grane znakovnim nizom ,ABBD“ Svaki redak predstavlja jedan od

koraka izgradnje, a svaki stupac prikazuje sufiks koji se dodaje, stablo i stanje kontrolnih varijabli prije

dodavanja sufiksa.
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U prvom koraku moramo provjeriti postoji li znak ,A“ u stablu, tj. na aktivnoj poziciji
odredenoj pomocu tri varijable. Naime, kako je aktivna duljina=0, to znaci da
moramo provjeriti podudaranje prvog znaka oznake svih bridovima koji nastavljaju
aktivni Cvor. Buduci da postoji grana koja pocCinje slovom ,A" aktivni brid

postavljamo na znak ,A“, a varijablu aktivna duljina nal.

U sljedecem koraku dodajemo sufiks ,AB“ a provjera se svodi na provjeru
poklapanja znaka ,B s aktivnom pozicijom, buduéi da ona oznacava kraj puta sufiksa
nad kojim je primijenjen slucaj br. 3 u prethodnom koraku. Kako se na aktivnoj poziciji
nalazi znak ,B u sloZzenosti 0(1) zakljuCujemo da se sufiks ,AB“ nalazi u stablu.
Sada nam preostaje osvjeziti strukturu aktivne pozicije. aktivni &vor postaje
slijedeci unutarnji ¢vor na putu zato Sto aktivna duljina postaje jednaka broju znakova
kojima je oznaCen brid, aktivna duljina postaje 0, dok aktivni brid
postavljamo na @ buduci da se nastavak moze ostvariti kroz bilo koju granu u
sljiede¢em koraku. Primijetite da se stablo prije svakog koraka implicitno proSiruje

znakom SJi].

Postavlja se pitanje kako osvjeziti strukturu nakon dodavanja novog brida. Upravo to

opisuju 3 pravila Ukkonenovog algoritma, dok prvo pravilo glasi.

Pravilo 1. Nakon dodavanja Cvora, ako je aktivni cvor Korijen stabla,
aktivni cvor ostaje korijen stabla, aktivni brid postaje prvi znak novog

sufiksa kojeg je potrebno dodati, a aktivna duljina umanjuje se za 1.

Kako bi sustinski shvatili bit ovog pravila pogledajmo primjer izgradnje za niz

~ABCABD®. Koraci izgradnje stabla prikazani su na slici 4.5.

ABC ABCA ABCAB
B BCA BCAR
AB c Ca CAR
& B
C——»s

Slika 4.5. Koraci izgradnje sufiksnog stabla za znakovni niz , ABCABD"
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Nakon zakljuCivanja kako niz ,AB“ pripada stablu (za i=4), varijable su postavljene

na sljedece vrijednosti:

aktivni brid = korijen stabla
aktivni brid = 'A'
aktivna duljina = 2

podsjetnik = 3

Naime, sljedeci sufiks koji cemo pokusSati provjeravati bit ce ,ABD", a ako se nalazi u
stablu, onda se nalazi u bridu korijena stabla koji poCinje znakom A i nalazi se nakon
2 znaka u oznaci brida. Buduc¢i da se na toj poziciji ne nalazi znak ,D“ (nego znak
,C") primjenjujemo eksplicitno prosirenje, a strukturu osvjezavamo koristeci 1. pravilo

algoritma.

aktivni brid = korijen stabla
aktivni brid = 'B'
aktivna duljina =1

podsjetnik = 2

Sada mozemo detaljnije pojasniti 1. pravilo algoritma. Naime, u prethodnom koraku
pokusali smo dodati sufiks ,AB“ i zaklju€ili da je ve¢ sadrZzan u stablu, a time istu
stvar mozemo zakljuciti i za niz ,B“. U sljiedeéem koraku smo zakljucili da se niz
»,ABD“ ne nalazi u stablu te smo obavili eksplicitno proSirenje, a istu provjeru moramo
uciniti i za sljedeci sufiks ,BD“. Kako se niz ,B* veC nalazi u stablu (Sto znamo iz
prethodnog koraka), ostaje samo pitanje u kojem dijelu stabla zavrSava put ,B*.
Pocinje bridom ¢ija oznaka zapocinje znakom ,B“ (zato aktivni brid postavljamo na
prvi znak novog sufiksa kojeg je potrebno dodati.) i od korijena je udaljen za
aktivna duljina-1 buducida je sufiks za jedan znak kraci od prethodnog sufiksa

koje je u stablo eksplicitno dodan (u nasem slu€aju to je bio sufiks ,ABD).

Ostaje nam jo$ komentirati ogranienje da aktivni cvor mora biti korijen stabla.
Da bi odgovorili na to pitanje zamislimo aktivnhu poziciju odredenu unutarnjim ¢vorom
koji nije korijen stabla te da smo dodali sufiks xa. Sljedeéi sufiks koji je potrebno
dodati je a na poziciju koja je za 1 znak kra¢a nego pozicija sufiksa xa. Problem je
8to aktivna duljina-1 ne pokazuje ukupnu duljinu od Kkorijena, nego duljinu od
trenutnog aktivhog €vora kojim put a ne prolazi. Kako ne bi za svaki novi sufiks

pretrazivanje zapoceli od korijena uvodimo posljednje poboljSanje — sufiksne veze.
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4.4. Sufiksne veze
Redukciju s 0(n?) na 0(n) temeljit ¢emo na sljedecoj Cinjenici:

Cinjenica. Svi sufiksi podstabla koji se nastavljaju na évor s oznakom puta xa,

sadrZani su u podstablu koje se nastavlja na ¢vor s oznakom puta a.

Naime, neka se u skupu B1 nalaze svi sufiksi koji zapo€inju u podstablu s oznakom
puta xa. Svi sufiksi koji zapoc€inju znakovima xa stoga su xafi1. Sada, kako je a sufiks
znakovnog niza xa, isti skup sufiksa 1 mora biti sadrzan u skupu B2, u kojem se

nalaze svi znakovni nizovi koji zapoc€inju u podstablu s oznakom puta a.

CABDEE

CABDEE

Slika 4.6. Prikaz stabla za znakovni niz ,ABCABDBE*. Podstablo oznaleno plavom bojom

podskup je podstabla koje je oznaceno crvenom bojom

Pogledajmo primjer stabla na slici 4.6. U ovom slu€aju podstablo B1 (na slici 4.6.
prikazano plavom bojom), koje nastavlja znakovni niz xa = ,AB“ odredeno je skupom
{,CABDBE", ,DBE"}. Podstablo B2 (na slici 4.6. prikazano crvenom bojom), koje
nastavlja put oznacen sa a = ,B* (na slici 4.6. prikazano plavom bojom) sadrzi skup
{,CABDBE", ,DBE", ,E“}. Primijetimo da je skup B1 podskup skupa B2.

Ako bi u stablo bilo potrebno dodati sljedeéi sufiks: ,ABCF*, stvorili bi novu granu u
podstablu oznacenom plavom bojom. Prema algoritmu, sljedeéi sufiks koji je
potrebno dodati je ,BCF“, a dodavanje se svodi na dodavanje nove grane u crveno

podstablo na istoj poziciji kao i u plavom podstablu prema zadnje navedenoj €injenici.
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lako znamo to¢nu poziciju na koju trebamo dodati novu granu, ne znamo poziciju
unutarnjeg ¢vora kojem crveno podstablo zapocinje te pretragu ponovno moramo

zapoceti od korijena stabla.
Kako pretragu ne bi morali provoditi od korijena definirat cemo novi pojam.

Definicija. Sufiksna veza ¢vora v s oznakom puta xa je pokaziva¢ na ¢vor s(v) s

oznakom puta a.
Sufiksne veze prikazivat ¢emo iscrtkanom strelicom.

Cinjenica. Ako je u j-tom proSirenju i-tog koraka dodan novi unutarnji évor s
oznakom puta xa, a a nije &, u (j+1)-om proSirenju bit ¢e ostvaren jedan od dva

slu€aja:

i.  novi ¢vor s oznakom puta a bit ¢e kreiran u (j+1)-om proSirenju

ii. ¢&vor s oznakom puta a ve¢ postoji u stablu
Na temelju ove €injenice mozemo formirati posljednja dva pravila algoritma.
Pravilo 2.

(i) Ako nakon dodavanja nove grane u stablo vrijedi da to nije prvo dodavanje
u trenutnom koraku, prethodna dva ¢vora nad kojima je dodana nova grana potrebno

je povezati sufiksnom vezom.

(i1) Ako je u trenutnom prosirenju sufiks sadrzan u sufiksnom stablu, posljednji
¢vor nad kojim je dodana nova grana povezujemo s aktivnim ¢vorom koji sadrzi

sufiks u trenutnom prosirenju.

Posljedica primjene pravila br. 2 je da ¢e svaki unutarnji ¢vor imati sufiksnu vezu
prema nekom drugom ¢&voru, a pokazivat ¢e na ¢vor kojim zapocinje drugo podstablo
u koje je potrebno dodati novu granu. Na ovaj na¢in ne moramo pretragu svaki puta
zapocinjati ispoCetka, nego je dovoljno slijediti sufiksne veze kreirane u ranijim
koracima. Napomenimo jo$ da ako wunutarnji &vor nema sufiksnu vezu,

podrazumijeva se sufiksna veza s korijenom stabla.

Ako smo dosljedno primjenjivali 2. pravilo, svaki unutarnji ¢vor sufiksnom vezom

pokazuje na drugi ¢vor koji sadrzi prosireni skup znakovnih nizova u podstablu kojem
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je on Kkorijen. Kako sufiksna veza pokazuje poziciju aktivnog ¢vora za dodavanje
sljedeéeg sufiksa moZzemo se osloboditi ogranienja na vrijednost aktivhog ¢vora

prvog pravila i definirati zadnje pravilo algoritma.

Pravilo 3. Nakon dodavanja nove grane na Cvor koji nije korijen, aktivhu poziciju
modificiramo tako da aktivni ¢vor postavimo na ¢vor na koji pokazuje sufiksna veza,

dok aktivnu duljinu i aktivni brid ne mijenjamo.

Pravilom 3 zapravo samo slijedimo sufiksnu vezu nad unutarnjim ¢vorom koja nam
predstavlja poCetak podstabla za kojeg znamo mjesto na kojem trebamo dodati novi

évor.

Zamislimo situaciju u kojoj dodajemo sufiks ,ABAAD". Prije obrade sufiksa, aktivha
pozicija bila bi (n1, 'A’, 2), gdje je n1 unutarnji ¢vor oznacen zelenom bojom na slici
4.7. Sljededi sufiks koji je potrebno dodati je ,BAAD®, a prema 3. pravilu i definiciji
sufiksne veze (koja je na slici prikazana iscrtkanom strelicom od ¢vora n1 prema
¢voru n2) nalazi se na poziciji (n2, 'A’, 2), gdje je n2 unutarnji Evor oznacen crvenom
bojom na slici 4.7. Sada nailazimo na problem. Naime, duljina brida manja je od
aktivne duljine $to znaCi da se aktivna pozicija ne nalazi na aktivnom bridu nego u
podstablu prema kojem aktivni brid vodi. Ovaj problem naziva se ,problem

propagacije aktivne pozicije“.

ABC AABC
BABAABC

S ]

Slika 4.7. Sufiksno stablo izgradeno nad znakovni nizom: ,ABBABAABC*
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Cinjenica. Ako je duljina aktivnog brida manja ili jednaka vrijednosti aktivne duljine,
aktivnu poziciju modificiramo tako da aktivni ¢vor postavljamo na &vor prema kojem
aktivni brid vodi, aktivni brid na znak kojim reducirani sufiks zapoc€inje, a aktivnu

duljinu umanjujemo za duljinu brida.

Primjenom gore navedene Cinjenice problem propagacije rijeSili bi tako da bi aktivnhu

poziciju postavili na (n3, 'A’, 1).

Postavlja se pitanje utjeCe li problem propagacije na sloZzenost algoritma buduci da je
broj potencijalno moguéih propagacija aktivhe pozicije jednak n. Odgovor je ne.
Naime, ako ¢e uistinu biti potrebno modificirati aktivnhu poziciju, na novoj ¢e aktivnoj
poziciji biti kreiran novi unutarnji ¢vor do kojeg ¢e voditi sufiksna veza iz prethodno
kreiranog unutarnjeg ¢vora. To znaCi da ¢e za sve buduce sufikse, koje Ce biti
potrebno dodati preko Cvora koji zahtjeva propagaciju aktivne pozicije, kreirana
sufiksna veza pokazivati na ¢vor koji je ve¢ propagiran tako da se sve propagacije

odvijaju amortizirano ovisno o duljini niza.

Pogledajmo sada konaénu verziju Ukkonenovog algoritma.
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podsjetnik = 0;

aktivna pozicija = (korijen, @, 0)

za i = 0 do n-1 &initi {
podsjetnik++;

dok je podsjetnik > 0 &initi {
ako je aktivna duljina = 0 onda

aktivni brid = @

ako aktivni cvor ne sadrzi brid koji zapocCinje s aktivni brid onda {

dodaj brid s oznakom (i, #)

ako je potrebno dodati sufiksnu vezu onda

dodaj sufiksnu vezu // pravilo 2 1)

}

inade

ako je potrebno propagirati aktivnu poziciju onda {
propagiraj aktivnu poziciju

vrati se na poc¢etak dok je petlje

}
ako je znak sadrzan na aktivnoj poziciji onda {
aktivna duljina++

ako je potrebno dodati sufiksnu vezu onda

dodaj sufiksnu vezu // pravilo 2 ii)

prekini izvodenje dok je petlje

stvori novi &vor i dodaj novi brid s oznakom (i, #)

ako je potrebno dodati sufiksnu vezu onda
dodaj sufiksnu vezu
}
podsjetnik--

ako je akticni cvor
osvjezi aktivnu poziciju prema 1. pravilu

= korijen onda
// pravilo 1

inace

osvijezi aktivnu poziciju prema 3. // pravilo 3

pravilu

Algoritam 4.3. Linearni Ukkonenov algoritam.

22



5. Primjer izgradnje linearnim Ukkonenovim algoritmom

U nastavku ¢emo prikazati postupak izgradnje stabla za znakovni niz ,ABBBABA$",
kojim su obuhvaceni svi sluajevi algoritma. Nakon opisa svakog koraka bit ¢e
prikazano stanje stabla Ti na kraju koraka, kao i stanja kontrolnih varijabli koje
odreduju aktivnu poziciju na kraju svakog koraka (aktivha pozicija na slikama ¢e biti

prikazana crvenim trokutom).
korak (i=0, ABBBABAS)

U prvom koraku izgradili smo stablo za znak ,A“, a na kraju ovog koraka
varijabla podsjetnik bit ¢e postavljena na 0 buduci da smo obradili sve

sufikse trenutnog koraka, a uvecat ¢e se za 1 na pocetku sljedeceg koraka.

A aktivni cvor = korijen
o _ J
aktivni brid = @

aktivna duljina = 0

podsjetnik = 0

korak (i=1, ABBBABAS)

U ovom koraku potrebno je dodati samo sufiks ,B“ buduéi da je varijabla
podsjetnik uvecana na vrijednost 1 kao prva operacija trenutnog koraka, a
stablo je prije obrade sufiksa implicitno proSireno znakom SJi] = ,B“. Kako se
na aktivnu poziciju ne nastavlja znak SJi] = ,B“, u stablo iz aktivhog ¢vora, koji
je korijen stabla, dodajemo brid s oznakom S[i] = ,B“. Varijablu podsjetnik

postavljamo na 0.

v AR aktivni_cvor = korijen
C< aktivni brid = @
aktivna duljina = 0

podsjetnik = 0

korak (i=2, ABBBABAS)

Prije obrade znaka S[i] = ,B“, stablo ¢e biti implicitno proSireno upravo tim

znakom te ¢e sadrzavati putove s oznakama ,ABB“ i ,BB“. Kako se znak ,B“
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nalazi na nastavku aktivne pozicije, ne poduzima se nikakva akcija, a aktivha
pozicija postavlja se na (korijen, 'B', 1). Prisjetimo se joS jednom, aktivni brid
nam govori na kojem bridu se nalazi aktivna pozicija, a aktivha duljina koliko je
znakova udaljena od aktivhog ¢vora. Varijabla podsjetnik je na kraju koraka

postavljena na 1 buduéi da jedan sufiks (sufiks ,,B“) nije dodan u stablo.

ABB aktivni_cvor = korijen
r{ aktivni brid = B
aktivna duljina =1

podsjetnik = 1

korak (1=3, ABBBABAS)

Prvom operacijom 3. koraka podsjetnik uveCavamo na vrijednost 2, Sto
znaci da ¢e u trenutnom koraku biti potrebno dodati sufikse SJ[i-1, i] = ,BB“ i
S[i, i] = ,B“. Prije obrade znaka S[i] = ,B“, prethodno stablo ponovno ce biti
implicitno prosireno tako da zapravo sadrzi dvije grane: ,ABBB“ i ,BBB“. Kako
se znak ,B“ nalazi na nastavku aktivnhe pozicije, mijenjamo ju na vrijednost
(korijen, 'B', 2), podsjetnik uveéavamo na 2, buduci da nismo dodali nijedan

sufiks i zavrSavamo s korakom.

ABBR aktivni cvor = korijen
A4 i vni id =
{ aktivni_brid = B
aktivna duljina = 2

podsjetnik = 2

korak (i=4, ABBBABAS)

U ovom koraku potrebno je obraditi sufiks ,BBA*“ buduéi da je uveéanjem
varijable podsjetnik, ista postavljena na vrijednost 3. Prije obrade znaka SJi]
= A" Kkoji uz kontrolne varijable predstavlja sufiks ,BBA®, prethodno stablo
ponovno c¢e biti implicitho proSireno tako da zapravo sadrzi dvije grane:
LABBBA" i ,BBBA". Obrada sufiksa ,BBA" zapoc€inje provjerom znaka SJ[i] = ,A*
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na aktivnoj poziciji. Kako znak S[i] = ,A* ne nastavlja aktivhu poziciju, na njoj
stvaramo novi unutarnji ¢vor te nad njim dodajemo novi brid oznacen s SJi] =
,A“. Ovime smo dodali sufiks ,BBA" u stablo, a kako je sufiks dodan u trenutku
kada je aktivni ¢vor postavljen na korijen stabla, aktivhu poziciju modificiramo
na (korijen, 'B', 1) prema prvom pravilu Ukkonenovog algoritma, buduci da je
sljededi sufiks koji je potrebno dodati ,BA". Kako znak S[i] = ,A" ne nastavlja ni
novomodificiranu aktivhu poziciju dodajemo novi unutarnji ¢vor na mjesto
aktivne pozicije i novi brid ozna¢en znakom S[i] = ,A“. Nakon ovog eksplicitnog
proSirenja ponovno primjenjujemo prvo pravilo i modificiramo aktivnu poziciju
na (korijen, 'A', 1). Prema drugom pravilu potrebno je dodati sufiksnu vezu
izmedu zadnja dva ¢vora nad kojima je dodan novi brid. Kako znak ,A"
nastavlja novu aktivhu poziciju ne poduzimamo dodatnu akciju, a na kraju
koraka postavljamo podsjetnik na vrijednost 1 buduéi da toliko sufiksa

nismo obradili u trenutnom koraku.

aktivni cvor = korijen
aktivni brid = A

aktivna duljina =1

podsjetnik =1

korak (1=5, ABBBABAS)

U ovom koraku trebamo obraditi sufiks ,AB“ buduéi da je varijabla
podsjetnik nakon uvecanja postavljena na vrijednost 2. Znak S[i] = ,B®
nastavlja aktivhu poziciju te ga ne dodajemo u stablo, nego modificiramo
aktivnu poziciju na (korijen, 'A', 2) i povecavamo vrijednost varijable

podsjetnik buduci da sufiks ,AB“ nije obraden.

Yy
AEBBAB AR aktivni_ cvor = korijen
4B aktivni brid = A
B B -
= T BAB

---- aktivna duljina = 2

podsjetnik = 2
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korak (i=6, ABBBABAS)

U ovom koraku trebamo obraditi sufiks ,ABA“ buduci da varijabla
podsijetnik postaje 3. Kako znak SJi] = ,A" nije sadrzan u nastavku aktivne
pozicile dodajemo novi C¢vor, smanjujemo Vvarijablu podsjetnik |
osvjezavamo aktivnu poziciju na (korijen, 'B', 1) buduci da je sljedeci sufiks koji
trebamo dodati ,BA®, a poc€inje znakom ,B“. Kako se nova aktivha pozicija
nalazi nakon zadnjeg znaka oznake aktivnog brida potrebno je propagirati
aktivnu poziciju niz stablo, a aktivnu duljinu smanijiti za duljinu oznake brida.
Tako aktivna duljina postaje 0, a aktivna pozicija (n1, &, 0). Kako se znak SJi]
= ,A“ nalazi u nastavku aktivne pozicije, modificiramo je na (nl, 'A', 1). Prije
zavrSetka koraka potrebno je zadnji ¢vor nad kojim je dodan novi brid povezati
sufiksnom vezom s aktivnom €vorom, prema drugom dijelu drugog pravila

Ukkonenovog algoritma. Varijabla podsjetnik na kraju je postavljena na 2.

aktivni cvor = nl
aktivni brid = A
aktivna duljina =1

podsjetnik = 2

korak (1=7, ABBBABAS$)

U ovom koraku trebamo obraditi sufiks ,BA$" zato $to varijabla podsjetnik
postaje 3. Znak S[i] = ,$“ ne nastavlja aktivnu poziciju te stvaramo novi ¢vor na
aktivnoj poziciji i nad njim dodajemo brid s oznakom S[i] = ,$“. Kako aktivni
¢vor nije korijen stabla primjenjujemo 3. pravilo Ukkonenovog algoritma te
aktivnu poziciju modificiramo tako da aktivni ¢vor postavimo na &vor na koji
pokazuje sufiksna veza. Prisjetimo se da ako unutarnji &vor nema eksplicitno
postavljenu sufiksnu vezu, podrazumijeva se sufiksna veza prema korijenu.
Nova aktivha pozicija odredena je trojkom (korijen, 'A', 1). Na toj poziciji
stvaramo novi ¢vor te aktivnu poziciju modificiramo na (korijen, @, 0) te bududi
da smo u trenutnom koraku dodali vise od jednog novog brida prema drugom

pravilu Ukkonenovog algoritma, prethodna dva Cvora koja smo eksplicitno
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proSirili povezujemo sufiksnom vezom. Nakon dodavanja novog brida nad

korijen ponovno primjenjujemo drugo pravilo.

aktivni cvor = korijen
aktivni brid = @

aktivna duljina = 0

podsjetnik = 0
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6. Rezultati i analiza slozenosti

Implementaciju Ukkonenovog algoritma testirat ¢emo na primjerima od 1kB do 1MB,
a rezultati testiranja prikazani su u tablici 6.1. i na slici 6.1. Programsko rjeSenje

ostvareno je u programskom jeziku C++.

Tablica 6.1. Rezultati testiranja brzine izgradnje sufiksnog stabla
Veli¢ina niza (broj znakova) Vrijeme (milisekunde)
1000 10
10000 85
100000 825
1000000 8520
[ms] 4
8000 T
800 -T-
80 4
8
| | l l >
T I I I v
1000 10 000 100 000 1000 000 [znakovi]
Slika 6.1. Graf prikazuje ovisnost brzine izgradnje sufiksnog stabla u milisekundama prema

duljini znakova nad kojima se stablo gradi.

Sada kada smo se uvjerili kako algoritam gradi stablo u linearnom vremenu potrebno

je to i formalno pokazati.

Pogledajmo algoritam 4.2. Obje petlje se izvode u amortiziranoj linearnoj sloZenosti
ovisno o duljini znakovnog niza. Naime, kako smo sva implicitna proSirenja sveli na
slozenost 0(1), kao i provjeru podudaranja sufiksa s trenutno izradenim stablom
(slu€aj br. 3), broj iteracija koje ¢e amortizirano izvesti ugnijezdene petlje algoritma

4.2. jednak je duljini znakovnog niza, buduéi da je upravo toliko sufiksa potrebno

28



eksplicitno dodati u stablo. Kako aktivna pozicija ozna¢ava mjesto na koje moramo
postaviti sljedeéi sufiks, a sufiksna veza poziciju ¢vora na koji se aktivha pozicija
odnosi za sljedeci sufiks koji je potrebno dodati, svako eksplicitno proSirenje izvodimo
u slozenosti 0(1), Sto cijeli algoritam zbog n iteracija dovodi do slozenosti O(n).
Prisjetimo se joS kako problem propagacije aktivhe pozicije ne narusava linearnu

slozenost zato $to se odvija amortizirano, u ovisnosti o duljini znakovnog niza.

Brzinu izgradnje usporedit ¢emo s implementacijom SAIS algoritma®. Napomenimo

kako je SAIS algoritam implementiran u programskom jeziku Java.

Tablica 6.2. Usporedba brzine izgradnje sufiksnog stabla Ukkonenovim algoritmom sa SAIS

algoritmom za izgradnju sufiksnog polja

Veli¢ina niza

(broj znakova)

Vrijeme — sufiksno stablo

(milisekunde)

Vrijeme — sufiksno polje

(milisekunde)

1000 10 8
10000 85 30
100000 825 350
1000000 8520 3350

|z tablice 6.2. mozemo uoCiti kako je izgradnja sufiksnog polja SAIS algoritmom brza
od Ukkonenovog algoritma za izgradnju sufiksnog stabla. Glavni razlog je taj Sto
SAIS algoritam stvara ,samo” sufiksno polje, tj. polje leksikografski sortiranih sufiksa,
dok Ukkonenov algoritam stvara strukturu stabla pogodniju za izvrSavanje buducih

upita nad strukturom.

Drugi razlog implementacijske je prirode. Cvor stabla Ukkonenovog algoritma
predstavljen je hash-mapom kako bi algoritam efikasnije izvrSavao upite nad

sufiksnim stablom.

LSAIS je algoritam za izgradnju sufiksnog polja u linearnom vremenu.
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7. Primjene sufiksnog stabla

Kao sto je ve¢ spomenuto u uvodu, primjena sufiksnog stabla ima jako puno, a u
ovom radu posebnu paznju ¢emo posvetiti pronalazenju sufiks-prefiks preklapanja
izmedu n znakovnih nizova. Kako bi ova pretraga bila mogu¢a moramo poopciti

Ukkonenov algoritam na izgradnju sufiksnog stabla za n znakovnih nizova.
7.1. Poopéeno sufiksno stablo

Definicija. Sufiksno stablo izgradeno za znakovni niz S1$:...Sn$n nazivamo
poopcéeno sufiksno stablo gdje su Si znakovni nizovi, a $i znakovni kraja niza pri

¢emu vrijedi ako je j > i onda $; > $..

Na slici 7.1. prikazano je poopceno sufiksno stablo za znakovne nizove ,ABCA® i
,CBAB*.

$1CBABY2

$1CBABY2

T e

CASICBABSZ
IK/::

CAFICBABEY
2

ASICBABSY
BAEB$2

Slika 7.1. Poopcéeno sufiksno stablo izgradeno nad znakovni nizom: ,ABCA$:CBABS$,"“

Problem koji se javlja kod ovog pristupa je da sufiksi prvog znakovnog niza ne
zavrSavaju listom, nego se nastavljaju svim znakovima drugog znakovnog niza. Tako
sufiks ,CA$1“ prvog znakovnog niza ne zavrSava listom, nego je dio puta
,CA$1CBABS$:2" koji zavr§ava listom. lako je to u skladu s definicijom sufiksnog stabla

budu¢i da CA$: nije sufiks originalnog niza nad kojim je napravljeno stablo
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(LABCA$:CBABS$2) cilj nam je modificirati algoritam tako da svi sufiksi, bilo kojeg

niza, budu prikazani u stablu. Modifikaciju temeljimo na sljedecoj Cinjenici.

Cinjenica. Nakon $to je grana stabla implicitno proirena znakom $i, nad njom se
nece provoditi eksplicitno proSirenje u nastavku algoritma, nego cCe biti implicitno

proSirivana svim znakovima koji slijede u znakovnom nizu.

Gore navedena cCinjenica slijedi iz definicije znaka kraja niza. Da bi grana koja sadrzi
znak kraja niza $i bila eksplicitno proSirena, nastavak niza trebao bi sadrzavati znak
$i. Kako se $i pojavljuje samo jednom i oznaCava kraj i-tog znakovnog niza,
zakljuéujemo da nad granom koja sadrzi znak kraja niza $i ne obavljaju eksplicitna

prosSirenja. Sada mozemo zakljuciti na sljedece:

Cinjenica. Ako je grana oznadena s vise znakova $i, sufiks oznake nakon prvog

znaka kraja niza ($i) se odbacuje.

Slika 7.2. Poopcéeno sufiksno stablo za nizom: ,ABCA$1CBAB$2“ uz reduciranje oznaka.

Na slici 7.2. prikazano je reduciranje oznake znakovnog niza nakon znaka kraja niza.
Postupak je ispravan buduci da su znakovni nizovi koji su izbaceni iz oznake,

zapravo sufiksi poCetnog znakovnog niza koji se nalaze u stablu.

Ovim postupkom znakovni niz sufiks CA$:1 koji je sufiks prvog znakovnog niza,

zavrSava u listu.
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7.2. Sufiks-prefiks preklapanje

Definicija. Sufiks-prefiks preklapanje dva niza je znakovni niz za koji vrijedi da je

ujedno sufiks jednog niza i prefiks drugog znakovnog niza.

Tako je za znakovne nizove ,ATCGC" i ,GCATC" maksimalno sufiks-prefiks
preklapanje jednako znakovnom nizu ,ATC" buduéi da je ono prefiks prvog
znakovnog niza i sufiks drugog. Znakovni niz ,GC“ je takoder sufiks-prefiks

preklapanje, ali nije najvece.
Algoritam pronalazenja temeljit ¢emo na svojstvu terminalnosti unutarnjeg Cvora.

Definicija. Unutarnji &vor je terminalan ako sadrzi granu koja je oznacena iskljucivo

znakom kraja niza $..

Prema definiciji slijedi da je oznaka puta terminalnog ¢vora sufiks koji je jednak
oznaci puta od korijena stabla. Ako se radi o putu koji predstavlja jedan od znakovnih
nizova Si nad kojima je izgradeno stablo, onda upravo oznaka tog puta predstavlja

sufiks-prefiks preklapanje.

Pogledajmo primjer poopcenog sufiksnog stabla za znakovne nizove ,ATCGC® i
,GCATC* prikazanog na slici 7.3.

Slika 7.3. Poopceno sufiksno stablo izgradeno nad znakovni nizovima ,ATCGC* Ciji je put
oznacCen plavom bojom i ,GCATC* Ciji je put oznacen crvenom bojom. Terminalni

¢vorovi oznacCeni su zelenom bojom.
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Na slici 7.3. crvenom i plavom bojom prikazani su putovi za znakovne nizove nad
kojima je stablo izradeno. Kako samo terminalni C€vorovi na tim putevima
predstavljaju sufiks-prefiks preklapanje potrebno je kretati se od listova prema
korijenu i ispisati oznake puta svakog terminalnog &vora. To su sufiks-prefiks
preklapanja: ,ATC" za put oznacen plavom bojom i ,GC* za put oznaCen crvenom

bojom.

Algoritam za pronalazenje svih sufiks-prefiks preklapanja prikazan je u nastavku.

preklapanija = []
za svaki list koji predstavlja cijeli znakovni niz &initi {
lista cvorova = odredi ¢vorove na putu od lista do korijena
za svaki ¢vor u lista cvorova &initi {
ako je Cvor terminalan onda

dodaj oznaku puta ¢&vora u preklapanja

Algoritam 7.1. Algoritam za pronalaZenje sufiks-prefiks preklapanja.

Preostaje nam jo$ komentirati sloZenost algoritma. Kako za svaki terminalni ¢vor na
putu od lista do korijena stabla (kojih u najgorem slu¢aju moze biti n) raCunamo
oznaku puta, ponovno obraduju¢i n €vorova u najgorem slucaju, pronalazenje svih

preklapanja za pojedini list izvodi se u kvadratnoj sloZzenosti.

SloZzenost moZemo reducirati na linearnu, ako primijenimo dinami¢ko programiranje

tako da odrzavamo oznaku puta preko sljedece relacije:
oznaka puta(roditelj) = oznaka puta(dijete) / oznaka brida(roditelj, dijete)

Kako sada sva sufiks-prefiks preklapanja pojedinog lista dobivamo u linearnoj
slozenosti, a algoritam provodimo nad listovima koji predstavljaju znakovne nizove
nad kojima je stablo izgradeno, konacna slozenost je: O(m-n), gdje je m broj

znakovnih nizovima nad kojima je izgradeno stablo.
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8. Zakljuéak

Linearnost izgradnje i izvrSavanja upita nad sufiksnim stablom, dva su temeljna
svojstva sufiksnog stabla zbog kojih upravo ta struktura nalazi brojne primjene u
problemima analize velikih znakovnih nizova, od analize teksta do analize

reprezentacije genoma u bioinformatici.

Ukkonenov algoritam, kao jedan od algoritama izgradnje stabla u linearnom
vremenu, temelji se na izgradnji implicitnih sufiksnih stabala za svaki prefiks
znakovnog niza. Algoritam se kroz niz poboljSanja i definiranja pravila na kojima se
temelji realizacija, svodi do linearne slozenosti. Dodatno, algoritam se moze poopditi

za skup znakovnih nizova.

Algoritam izgradnje, koncipiran kroz nekoliko pravila, jednostavan je za
implementaciju, a struktura stabla nam omogucuje da nad njom primjenjujemo
algoritme teorije grafova i na intuitivan nacin razvijamo rjeSenja za brojne zahtjeve

nad znakovnim nizom.

U ovom radu opisana je implementacija izgradnje poopcenog sufiksnog stabla te
pronalazak svih sufiks-prefiks preklapanja nad znakovnim nizovima preko kojih je
stablo izgradeno. U sklopu rada razvijena je biblioteka koja podrzava izgradnju
sufiksnog stabla, pretraZivanje stabla od korijena prema listovima i u suprotnom
smjeru, provjeru podudaranja s nekim drugim znakovnim nizom te pronalazenje svih

sufiks-prefiks preklapanja.

Programsko rjeSenje testirano je na znakovnim nizovima razliCitin veliCina te je
biljeZzena ovisnost brzine izgradnje i obavljanja upita nad stablom o veli€ini ulaznog
niza, te je ustanovljeno da se rezultati testiranja slozenosti programskog rjeSenja

podudaraju s teorijskom analizom slozenosti.
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Sufiksno stablo
Sazetak

Sufiksno stablo je struktura podataka koja omogucuje razne manipulacije nad
znakovnim nizom u linearnom vremenu ovisnom samo o duljini podniza nad kojima
se ostvaruje upit, a mogucée ga je izgraditi u linearnom vremenu. U ovom radu
opisana je izgradnja stabla Ukkonenovim algoritmom koji se temelji na izgradniji
implicitnih sufiksnih stabala za svaki prefiks znakovnog niza kroz implicitna i
eksplicitna proSirenja, a svoju linearnost postize kroz eliminaciju implicitnih

proSirenja, uvodena strukture aktivne pozicije te sufiksnim vezama.

U ovom radu opisana je implementacija Ukkonenovog algoritma za izgradnju
poopcenog sufiksnog stabla, Sto je zapravo generalizacija algoritma za skup
znakovnih nizova. Kao primjena poopcenog stabla, prikazan je implementacija
pronalaska svih sufiks-prefiks preklapanja izmedu znakovnih nizova nad kojima je
stablo izgradeno. Rezultati testiranja slozenosti programskog rjeSenja nad znakovnim

nizovima razli¢itih duljina podudaraju se s teorijskom analizom sloZenosti.

Klju€ne rije€i: eksplicitno proSirenje, implicitno prosirenje, implicitno sufiksno stablo,
poopc¢eno sufiksno stablo, sufiks-prefiks preklapanje, sufiksna veza, sufiksno stablo,

Ukkonenov algoritam



Suffix tree
Abstract

Suffix tree is a data structure that allows various string operations to be executed in
linear time dependent only on the length of the substring for which the operation is
executed, and its construction is possible in linear time. Ukkonen's algorithm for suffix
tree construction is based on construction of implicit suffix trees for each string prefix
through implicit and explicit extensions. Linearity of Ukkonen's algorithm is achieved
through elimination of implicit extension check, active position structure and suffix

links.

In this thesis implementation of Ukkonen's algorithm for construction of generalised
suffix tree, which in fact is generalisation of algorithm over set of strings, is shown. As
an example of suffix tree, implementation of finding all suffix-prefix matches between
strings over which the tree was built is demonstrated. Complexity calculated by
running several tests over different sized strings matches the complexity obtained by
theoretical analysis of the algorithm.

Keywords: explicit extension, implicit extension, implicit suffix tree, generalised suffix

tree, suffix-prefix match, suffix link, suffix tree, Ukkonen's algorithm



