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1. Uvod

Kroz cijelu povijest Covje€anstva ljudi se neprestano bore protiv raznih bolesti. S
vremenom, izumljeno je mnostvo lijekova koji spasSavaju mnoge Zivote pa tako neke
bolesti koje su u proSlosti bile kobne kao sto su npr. sifilis i malarija, danas viSe ne
predstavljaju problem. S druge strane, Covjeanstvo je suofeno s novim smrtonosnim
bolestima kao $to su npr. AIDS i razni oblici gripa. Lijekove za navedene bolesti za
sad jo$ nije moguce susresti na policama ljekarni. Stoga, kako bi se omogucila
daljnja borba protiv bolesti, neophodno je posvetiti mnogo paznje i truda podrucju
proizvodnje lijekova. Jedan od nacina jest utvrdivanje koji e par proteina ili pak
protein i neka druga molekula medusobno tvoriti kompleks (hoée li reagirati), te
pokuSava predvidjeti trodimenzionalna struktura eventualnog rezultirajuceg
kompleksa. Upravo struktura rezultirajuceg kompleksa govori o njegovom djelovanju
te predstavlja eventualno cjepivo.

Prianjanje proteina je podrucje bioinformatike koje se bavi racunalnim
modeliranjem proteinskih interakcija. Glavno svojstvo koje se prou€ava u tu svrhu
jest komplementarnost povrSina dvaju proteina, tj. u kojoj se mijeri preklapaju
povrSine dvaju proteina. U tu svrhu razvijeno je mnostvo matematickih i racunalnih
metoda koje modeliraju trodimenzionalnu strukturu proteina te potom utvrduju u
kolikoj se mjeri njihove povrSine preklapaju. Najpoznatije metode koje se koriste u tu
svrhu su geometrijsko rasprsenje, FFT te Monte Carlo metoda. U daljnjem tekstu
opisani su principi navedenih metoda te je navedeno kako se mogu koristiti u
podrucju prianjanja proteina. Vazno je takoder napomenuti da navedene metode ne
predstavljaju zatvoren sustav, tj. jedini moguc¢ pristup problemu prianjanja proteina.
Ipak, vecina alata koji se koriste u tu svrhu bazirani su na geometrijskom rasprseniju,
FFT te Monte Carlo metodi. lako opisi proteinskih interakcija pomoc¢u navedenih
metoda nisu savrSeni, potrebno ih je dobro shvatiti kako bi daljnji razvoj ovog

podrucja bio mogué.



2. Geometrijsko rasprsenje

Jedna od alternativa iscrpnom pretrazivanju prostora jest geometrijsko rasprsenje (
eng. geometric hashing ) koje se koristi u racunalnom vidu i kod prianjanja proteina.
Buduci da je zbog trodimenzionalne strukture problem prianjanja sam po sebi veoma
slozen, prikladnije je postupak opisati na primjeru raspoznavanja objekata na

dvodimenzionalnoj slici.

Zamislimo da je potrebno konstruirati stoj koji ¢e biti u moguénosti prepoznati sve
objekte i alate na podu tvornice. U slu¢aju da se na podu nalazi samo par stotinjak
objekata, moguce je stvoriti bazu podataka tih objekata i pohraniti ju u memoriju
stroja za prepoznavanje. Nakon Sto stroj pomocu senzora primi sliku, mora biti u
mogucnosti da u kratkom vremenu prepozna sve objekte koji se nalaze na slici.
Drugim rije€ima, mora u veoma kratkom vremenu iz memorije dohvatiti sve objekte
koji se nalaze na danoj slici. lako je dani problem jednostavan za Covjeka, za

implementaciju racunalnog rieSenja potrebno je rijeSiti nekoliko sloZenih problema:

¢ Na slici, svi objekti koje treba prepoznati su translatirane, rotirane i skalirane
verzije modela, tj. objekata koji su pohranjeni u memoriji stroja. Takoder, u
obzir treba uzeti i projekciju trodimenzionalnih objekata na dvodimenzionalnu
sliku.

e Objekti na slici mogu prekrivati jedan drugog. Takoder, na slici se mogu
pojaviti neki objekti koji nemaju svoj model u memoriji stroja

e Postupak usporedivanja svih modela iz baze podataka stroja i promatrane
slike je racunalno nedjelotvoran pa takav pristup treba izbjegavati. Npr. ako se
na slici pojavljuju samo okrugli predmeti, nema ih smisla usporedivati s

pravokutnim oblicima koji se nalaze u bazi podataka stroja

Potrebno je dakle primijeniti metodu koja omogucuje pristup samo relevantnim
podatcima smanjujuci tako vrijeme prepoznavanja. Jedna od takvih metoda je upravo

geometrijsko rasprsenje.



2.1. Osnovna ideja

Kao Sto je prije spomenuto, da bi sustav mogao uopée prepoznavati neki objekt
potrebno je prethodno konstruirati bazu podataka modela, tj. referentnih objekata.
Ova faza naziva se faza pretprocesiranja. U fazi pretprocesiranja se svaki model
kodira te se dobivena informacija sprema u rasprSenu tablicu ( hash table ) . Sadrzaj
rasprsene tablice ne ovisi o slici na kojoj se nalaze objekti koje treba raspoznati ve¢
samo o odabranim, referentnim objektima. Dakle, konstrukcija raspr§ene tablice ne
utjeCe na vrijeme raspoznavanja. Informacijama pohranjenim u rasprSenoj tablici se
pristupa pomocéu klju¢a koji je geometrijskog oblika, preciznije klju¢ predstavljaju

koordinate neke tocke.

U fazi raspoznavanja sustav kao ulaz prima sliku na kojoj se nalaze objekti koje
treba raspoznati. Pomoc¢u koordinata pojedinog objekta se pristupa prethodno
konstruiranoj hash-tablici, te na temelju informacija pohranjenim pod klju¢em kojeg

predstavljaju koordinate se odreduje o kojem se objektu radi.



2.2. Analiza postupka geometrijskog rasprsenja

2.2.1. Ekstrakcija znacajki

U svakom modelu raspoznavanja neizostavan dio predstavlja korak izluCivanja
znacajki. Relevantne znacCajke su informacije koje moraju biti karakteristiCne za
pojedini objekt, odnosno za skup objekata koji pripadaju istom razredu. Npr. ako slika
sadrzi dva plava pravokutnika i dva plava kruga, onda oba pravokutnika pripadaju
razredu ,pravokutnik® dok oba kruga pripadaju razredu ,krug“. U ovom slucaju se
boja ne moze smatrati relevantnom znacajkom. Naime, i pravokutnici i krugovi su iste
boje pa ih ne moZemo razlikovati na temelju boje. S druge strane, uzmemo li u obzir
oblik rubova u obzir, lako je razlikovati krugove od pravokutnika. Stoga oblik rubova
jest relevantna znacajka. Kad bi umjesto krugova na slici bili kvadrati, oblik rubova
vise ne bi bila relevantna znaCajka vecC bi kao znacajku trebalo odabrati npr. omjer

duljine dvije susjedne stranice.

Sustav najprije mora u po odredenom kriteriju odabrati na koji ¢e nacin i koje
znaCajke uzimati u obzir. Skup svih znacajki reprezentiran je u sustavu pomocu
skupa to€aka gdje svaka toCka predstavlja mjesto pojedine znacajke. Pojedinoj tocki

takoder moze biti pridijeljeno viSe znacajki.



2.2.2. Primjer jednostavnog raspoznavanja objekta

lako veoma pojednostavljen, slijedeéi primjer prikazuje princip raspoznavanja
objekata na apstraktnoj razini. Pretpostavimo da je pomocu znacajki izgraden
referentni objekt, tj. model. Kao S§to je prije spomenuto, lokacije znacajki su

predstavljene toCkama pa se i sljede¢i model sastoji od toCaka.

)

Slika 1. Model - referentni objekt

Predstavljeni model se sastoji od pet to€aka. Pretpostavimo li na trenutak da svaka
toCka nekog modela sadrzi jedinstvenu boju, kao ulaz u tablicu rasprSenja moze se
koristiti upravo boja toCke. U tom slu€aju bi podatak pridruzen nekoj boji u tablici
rasprsenja predstavljao oznaku modela kojem navedena boja (klju€) pripada. U fazi
raspoznavanja sustav bi oCitao boje toCaka sa slike na kojoj Zelimo prepoznati neki
objekt i pristupio tablici rasprSenja na temelju pojedine o€itane toCke. Podatak kojem
sustav pristupa pomocu klju€a (boje toCke) jesu svi modeli koji sadrze ocitanu tocku.
Pri svakom pristupu nekom modelu povecava se brojaC pristupa tog modela. Tada
modeli s najviSe pristupa imaju najveCu vjerojatnost da se upravo oni nalaze na

promatranoj slici.



2.2.3. Opceniti primjer raspoznavanja objekta

U prethodnom primjeru je pretpostavljeno da svaka toCka sadrzi jedinstvenu boju. No
kako rijeSiti problem raspoznavanja u slu€aju kada toCke koje predstavljaju model
nemaju nikakav atribut osim njihove geometrijske konfiguracije? Postoji li u tom
slu€aju karakteristi¢na, jedinstvena ,geometrijska boja“ ? Da, ,geometrijska boja“

pojedine toCke je upravo skup koordinata te toCke. Opet, postavlja se pitanje kako

pridijeliti skup koordinata nekoj toCki, odnosno kako odrediti referentne toCke u
koordinathom sustavu? Jedan od nacina jest izabrati jedan par toCaka koje

jednoznacno odreduju referentni koordinatni sustav.

Promotrimo sljedeéi model:

=2

Slika 2 - Model M,

Definirajmo pomocCu para toCaka ps , p1 uredenu bazu koja odreduje referentni

koordinatni sustav. Takoder potrebno je skalirati model M, tako da veliCina vektora
baze p,p, u Oxy koordinatnom sustavu bude jedinicna. SrediSnja toCka vektora

p,p, odreduje srediSte koordinatnog sustava, a vektor p,p, ima orijentaciju u smjeru

pozitivne x-osi. Na taj je nacin odreden referentni koordinatni sustav za jednu inacicu

modela M,. Naime, mogli smo odabrati neki drugi par toCaka i pomocu njih odrediti

drugi referentni koordinatni sustav.
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Slika 3. Odredivanje referentnog koordinatnog sustava

Definiranjem referentnog koordinatnog sustava, ostale toCcke modela M, zauzimaju

jednoznac¢no odredene lokacije. Upravo te koordinate sluze kao klju¢ tablice
rasprSenja. No, potrebno ih je prethodno kvantizirati. Svaki kvadrati¢ sa gornje slike
predstavlja jedan kljuc tablice rasprdenja. Vrijednost koja se nalazi pod kljuem svih
preostalih toCaka koje ne Cine bazu, tj. vrijednost Ciji su kljuCevi kvantizirane
koordinate preostalih toCaka jest oznaka modela i baze koja definira referentni
koordinatni sustav, dakle (M, (4,1)).

Buduci da neki od objekata sa slike mogu biti prekriveni, ne mozemo biti sigurni da

se obje toCke koje Cine bazu nalaze u svakom dijelu slike gdje je prisutan model M, .
Stoga je potrebno kodirati model M, pomocu svih mogucih uredenih parova baza na
isti nacin kao $to je ucinjeno za uredeni par (p,, p,) . Za model M, postoji ukupno 20

mogucih odabira baza. Buduci da za svaki uredeni par baza preostaju joS tri toCke
koje ne Cine bazu, postoji ukupno 60 mogucih kljuCeva koji adresiraju oznaku

pripadnosti modelu M,. Npr. odaberemo Ili kao bazu uredeni par (p,,p;),
kvantizirane koordinate preostalih toCaka p,, p, i ps; ¢e adresirati oznaku pripadnosti
modelu M, s pripadnom bazom (p,,p,), tj. vrijednost pod kljuc¢em kvantiziranih

koordinata jest (M,,(2,3)).
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odreduju bazu nisu prikazane buduci da njihove koordinate ne €ine kljuceve tablice rasprienja

ice rasprsenja.

Slika 4. Sve moguce nekvantizirane koordinate, tj. buduéi kljucevi tabl



2.2.4. Sazetak faze pretprocesiranja

Za svaki model M izvrsi sljedeCe operacije:

1. Izlu€i znaCajke modela te toCkama oznaci njihove lokacije. Pretpostavi da je

odredeno n takvih todaka.

2. Za svaki uredeni par toCaka, tj. bazu izvrsi sljedecCe operacije:

a. lzraCunaj koordinate (u,v) svih preostalih to€aka definiranih bazom
b. Nakon odgovarajuce kvantizacije koordinata (u,v), iskoristi kvantizirane
koordinate (u,,v,) kao kljuc tablice rasprSenja i umetni u odgovarajuci

pretinac informaciju o pripadnosti (model,baza), koja sadrzi oznaku

modela i bazu.

U sustini, definirane su ortonormalne baze koje odreduju koordinatni sustav Oxy
koristedi par vektora Ffé(p—m—p—m) i Bfé Rot%(ﬁf), gdje x, i u, predstavijaju tocke
koje su koriStene za definiranje baze. Za svaki izbor baze, ostale toCke p modela
M, odredene su jednadzbom p-p =upS +vp, gdje je ?jz(p—m+p—h)/2 sredi$nja
totka izmedu p, i p,. Skalari u i v su invarijantni na translaciju, rotaciju i

skaliranje sustava i njihovom kvantizacijom odreduju se kljuCevi tablice rasprsenja.

Pomocu kljuca (u,,v,) dohvaca se podatak o pripadnosti (m(ﬁgﬁj))

11



2.2.5. Faza raspoznavanja

Prvi korak faze raspoznavanja identiCan je prvom koraku faze pretprocesiranja. Na
ulaznoj slici se odredi skup toCaka koje sadrze znacCajke objekata, odaberu se dvije
toCke koje potom cCine bazu koordinatnog sustava, postave se na odgovarajuca
mjesta, a sve preostale toCke zauzimaju jednoznacno odredeno mijesto u stvorenom
koordinatnom sustavu. Upravo se koordinate preostalih toCaka koriste kao kljucevi za

tablicu rasprdenja koja je konstruirana u fazi pretprocesiranja. Pomocu jednadzbe
B—pr=uE+vp7 se odrede kvantizirane koordinate toCaka sa ulazne slike. U

slucéaju da se kvantizirane koordinate neke toCke sa ulazne slike podudaraju s nekim

kljuéem tablice rasprsenja, svi modeli koje oznaCavaju kvantizirane koordinate sa

slike dobivaju ,qglas” tj. brojac pristupa tim modelima povecéava se za jedan.

Naime, neki klju¢ moze oznacavati viSe razliCitih modela s pripadnim bazama. Npr.
dva razliCita modela ( objekta ) mogu za neke odredene baze sadrzavati istu toCku.

Prema tome ta toCka predstavlja klju¢ koji oznacava modele koji tu to¢ku sadrze.

Dakle, za svaki pristup nekom modelu, njegov brojaC se uvecCava za jedan, tj. broje
se pristupi tom modelu. Nakon Sto se za neki uredeni par baza koji Cine dvije toCke
izlazne slike konstruira novi koordinatni sustav i ostale to¢ke se mapiraju na njega,
sve kvantizirane koordinate tofaka se mogu podudarati s kljuCevima tablice
rasprsenja te tako doprinijeti jedan glas modelu, odnosno modelima koje oznacavaju.
Nakon svih mogucéih mapiranja toCaka izlazne slike, odnosno svih mogucih
kombinacija uredenih parova baza koje Cine toCke izlazne slike, poznat je broj
pristupa svim modelima koji se nalaze u tablici raspréenja. Sto je broj pristupa nekom
modelu vedi, to je veca vjerojatnost da se upravo taj model nalazi na ulaznoj slici.
Opcenito, smisao ovog postupka nije odredivanje modela s najve¢im brojem pristupa
ve¢ samo znacajno smanijiti broj modela za koje se smatra da se nalaze na ulaznoj
slici. To se postize postavljanjem praga pristupanja. Samo oni modeli kojima se
pristupilo viSe puta od zadanog praga ulaze u daljnje razmatranje gdje se vrsSi

transformacija toCaka svih modela kandidata i usporeduje s toCkama ulazne slike.

12



2.2.6. Sazetak faze raspoznavanja:

Za svaku ulaznu sliku izvrsi sljedecCe operacije:

1.

Izlu€i razne interesantne toCke ( tj. one koje odreduju lokaciju znacajki koje
odreduju karakteristike pojedinog objekta ). Neka je S skup svih izlu€enih

toCaka, a S neka oznacCava kardinalnost skupa S.

2. Odaberi dvije toCke koje ce stvoriti uredeni par, tj. bazu

3. Odredi koordinate svih ostalih to¢aka u skladu s odabranom bazom

4. Sve koordinate odredene u prethodnom koraku prikladno kvantiziraj. Ako se

neka od kvantiziranih koordinata poklapa sa kljuCem tablice rasprSenja
konstruirane u fazi pretprocesiranja, povecaj broja¢ pristupa za sve modele
koje oznacCava ta koordinata.

Sortiraj sve modele koji su ostvarili barem jedan pristup tokom izvodenja
koraka 4. Odredi sve one kojima je pristupljeno viSe od postavljenog praga,
ostale odbaci. Svaki od preostalih modela je kandidat da se upravo on nalazi
na ulaznoj slici.

Za sve modele kandidate dobivene u prethodnom koraku pronadi
transformaciju T takvu koja Ce transformirati koordinate pojedinog modela
kandidata tako da se model najbolje moguée poklapa sa objektom koji se
nalazi na izlaznoj slici. Kao mjera kvalitete uzima se srednja kvadratna
pogreska.

Pomocu pronadene transformacije T transformiraj sve modele, tj. toCke svih
modela i usporedi ih s toCkama ulazne slike. Kao mjera kvalitete uzima se
srednja kvadratna pogreSka. U sluCaju da je pogreSka dovoljno mala,

identificiran je objekt sa ulazne slike. U protivhom, idi natrag na korak 2.

U trodimenzionalnom sustavu raspoznavanja transformacija T uklju€uje translaciju,

rotaciju, skaliranje kao i kombinacije svih triju transformacija. U dvodimenzionalnom

sustavu raspoznavanja moguce je joS primijeniti Afine transformacije kao i

dvodimenzionalnu projekciju.

13



2.3. Primjer trazenja objekta na slici

U ovom primjeru potrebno je ispitati nalazi li se odredeni objekt na ulaznoj slici.

Slika 5. Trazeni model - mi$ Slika 6. Ulazna slika

2.3.1. Faza pretprocesiranja

Kako bi mogli odrediti kljuéne toCke modela, potrebno je utvrditi o kojim se
znacajkama radi, odrediti njihovu lokaciju u modelu, te svako pojavljivanje relevantne
znacajke oznaciti toCkom. Pretpostavimo da je na modelu pronadeno pet toCaka sa
kljucnim znaCajkama koje jednoznacno opisuju model. Nakon toga je potrebno
odabrati sve moguc¢e kombinacije toCaka za stvaranje baze. Buduéi da je odredeno

pet kljuénih to¢aka modela, ukupan broj mogucih baza je 20.

Slika 7. Kljuéne tocke modela Slika 8. Jedan moguc¢i odabir baze
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Za odabranu bazu se stvara koordinatni sustav i odreduje koordinate svih ostalih

to¢aka s obzirom na definiranu bazu.

Slika 8. Raspored svih to¢aka uz definiranu bazu (1,5)

Potrebno je konstruirati polozaje to€aka za sve moguce odabire baza, a takvih ima
20. Buduéi da se koordinate baze ne spremaju u tablice rasprSenja, za svaki
koordinatni sustav postoje tri preostale tocke koje ne Cine bazu i upravo njihove
kvantizirane koordinate Cine kljuCeve tablice rasprSenja. Dakle, za 20 mogucih

koordinatnih sustava postojat ¢e ukupno 60 kljuCeva za dani model.

2.3.2. Faza raspoznavanja

Kao i na modelu, potrebno je odrediti klju€ne toCke na ulaznoj slici. Ne temelju ulazne
slike sustav mora biti u moguénosti odrediti kljuCne znaCajke objekta sa slike i potom

ih predstaviti tockama.

Slika 9. Kljuéne toCke objekta na ulaznoj slici Slika 10. Jedan moguéi odabir baze
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Za odabranu bazu se stvara koordinatni sustav i odreduje koordinate svih ostalih

to¢aka s obzirom na definiranu bazu.

Slika 11. Raspored svih to€aka uz definiranu bazu (1,2)

Kao i kod modela, ovaj prikaz rasporeda toCaka ovisi o definiranoj bazi. Bududéi da je
objekt sa slike definiran s ukupno 12 toCaka, moguce je odabrati ukupno 132 razliCite
baze. Uloga koordinata sad viSe nije stvaranje kljuCeva radi pohrane identifikacije
modela, ve¢ one sluze kao ulaz u tablicu rasprSenja konstruiranu u fazi
pretprocesiranja. Nakon $to se odredila baza i koordinate svih ostalih toCaka s
obzirom na tu bazu, potrebno je dobivene koordinate kvantizirati. Upravo te
kvantizirane koordinate sluze kao ulaz u tablicu rasprSenja. Opcenito, svaka od
kvantiziranih toCaka moZe adresirati jedan ili viSe modela. Buduci da za ovaj primjer
tablica rasprdenja sadrzi samo jedan model, kvantizirane koordinate svake tocke iz
ulazne slike mogu adresirati zadani model. Kad bi tablica rasprSenja sadrzavala vise
modela, bilo bi potrebno brojiti pristupe svakom modelu, te nakon toga izabrati one
koji su ostvarili broj pristupa veci od zadanog praga. Buduci da tablica rasprsenja
sadrzi samo jedan model, navedeni postupak nije potrebno provoditi ve¢ je potrebno
naci transformaciju koja ¢e transformirati sve tocke modela na nacin da je srednja
kvadratna pogreSka izmedu objekta sa slike i modela minimalna. U slucaju da je
srednja kvadratna pogreSka dovoljno mala, model se uistinu nalazi na slici. U
protivnom je potrebno izabrati sljedecu bazu u skupu toCaka objekta sa slike i
ponoviti cijeli postupak. Ako se niti nakon odabira svih mogucéih baza ne dobije

zadovoljavaju¢e mala pogreska, model se ne nalazi na slici.
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2.4. Primjena geometrijskog rasprsenja u prianjanju proteina

Kao $to je pokazano, u raCunalnom je vidu potrebno usporediti dva objekta na slici
koji su predstavljeni skupom to¢aka. Sto je veéa podudarnost tocaka koje opisuju
objekt, veca je vjerojatnost da se trazeni objekt nalazi na slici. Problem prianjanja
proteina je nesto drugadiji u tome $to se ne trazi identi¢nost dijelova dvaju proteina,
ve¢ njihova komplementarnost. Dakle, poZeljna situacija nastupa u slu€aju kad se

izbocina prvog proteina podudara s udubljenjem drugog proteina.

Proteini su u racunalu predstavljeni skupom voksela ( trodimenzionalnih piksela ) u
trodimenzionalnom sustavu. Trodimenzionalnost upuéuje na daleko vecu sloZenost
algoritma nego Sto je to bio slu€aj raspoznavanja objekta na dvodimenzionalnoj slici.
Ipak, moguce je prostor pretrazivanja reducirati na naCin da se prije samog postupka
prianjanja odrede podrucja vezanja na nacin da se na svakom od proteina odrede

podrucja izboc€ina i udubljenja.

Vokseli koji se nalaze u prostoru mogu ali ne moraju pripadati proteinu. Kako bi se
protein uopcCe prikazati pomocu voksela, potrebno je odrediti njihovu rezoluciju, tj.
gustoCu u prostoru. Nakon $to je trodimenzionalni prostor diskretiziran, sastoji se od
niza voksela. Na temelju PDB-ova se za svaki od voksela odreduje pripada i
proteinu. Na tak nacin se u prostoru nalaze vokseli koji pripadaju proteinu i tzv. prazni

vokseli. Postoje dva specificna slucaja:

e u sluCaju da je skupina voksela koja pripada proteinu okruzena sa zadanim
pragom ili manje praznih voksela, dio proteina kojeg Cine promatrani vokseli
oznacava se kao udubljenje.

e u sluCaju da je skupina voksela koja pripada proteinu okruzena sa zadanim
pragom ili viSe praznih voksela, dio proteina kojeg Cine promatrani vokseli

oznacava se kao izbodina.

Nakon $to su odredene regije udubljenja i izboCina za oba proteina, podrucje
pretrazivanja se svodi na odredivanje komplementarnosti izbo€ina prvog i udubina
drugog proteina te obratno. Na temelju lokalnih znacajki kao Sto je zakrivljenost

odreduju se kljuéne toCke za geometrijsko rasprsenje.
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Slika 12. Izbocine i udubljenja. Sa slike se lako uo€ava da su regije udubljenja okruzenije vokselima
koji Cine protein. S druge strane, regije izbocCina su okruzenije praznim vokselima.
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3. Monte Carlo Markovljevi lanci

Simulacija Monte Carlo Markovljevih lanaca (MCMC simulation) predstavlja joS jednu
alternativu iscrpnom pretraZivanju prostora. Glavna karakteristika MCMC simulacije
jest stohastiCki pristup, odnosno uporaba slu€ajnih brojeva u rjeSavanju razlicitih
problema. Kako bi se najlak$e shvatila bit Monte Carlo simulacije, navodi se primjer
rieSavanja jednostavnog problema. Pretpostavimo da zZelimo naci vjerojatnost da u
grupi od trideset ljudi barem dvoje ima rodendan na isti dan. U daljnjem tekstu se

navodi klasi¢ni (precizan, analitiCki) te Monte Carlo pristup.

3.1. Problem zajedni€kih rodendana - klasi¢ni pristup

Najbolje je krenuti od suprotnog problema, tj. postavlja se pitanje kolika je
vjerojatnost da u grupi od 30 ljudi ne postoji niti jedan par osoba kojima rodendan

pada na isti dan u godini (pretpostavimo da godina ima 365 dana):

e Promatra li se samo prva osoba, ona moze imati rodendan na bilo koji dan te
vjerojatnost da niti jedan par osoba nema rodendan na isti dan joS uvijek
iznosi 1.

e Uzme li se u obzir joS jedna, druga osoba, vjerojatnost da ona i prva osoba iz
prethodnog razmatranja nemaju rodendan na isti dan iznosi 364/365. Dakle,
ako druga osoba ima rodendan na bilo koji dan, a da to nije dan na koji
rodendan ima prva osoba, njihovi rodendani se ne¢e podudarati. OCito, postoji
364 od 365 mogucih dana za koje se njihovi rodendani nece preklapati.

e Treéa odabrana osoba moZze imati rodendan na isti dan kao i prva ili pak druga
osoba. Dakle, da ne bi doslo do preklapanja rodendana ona ne smije imati
rodendan na isti dan kao prva ili druga osoba Sto znaCi da mora imati
rodendan na jedan od preostalih 365 — 2 = 363 dana. Nakon uzimanja u obzir
treCe osobe, uvjet na ne postojanje preklapanja rodendana se proSiruje te sad
vjerojatnost da niti jedna osoba (od njih mogucih tri) nema rodendan na isti
dan iznosi (364/365)*( 363/365).
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Analogno, uzimamo li redom osobu po osobu, vjerojatnost da u n osoba ne
postoji niti jedan par koji ima rodendan na isti dan iznosi (364/365)*(
363/365)*...( (365-n+1)/365 ).

Iz navedenih razmatranja slijedi da vjerojatnost da niti jedan par u skupu od 30
osoba nema rodendan na isti (364/365)*(363/365)*...((365-
30+1)/365) = (364/365)*(363/365)*...(336/365) = 0,2937.
vjerojatnost da barem dvije osobe u grupi od 30 ljudi ima rodendan na isti dan
iznosi 1-0,2937 = 0,7063.

dan iznosi

Suprotno,

3.2. Problem zajedni¢kih rodendana - Monte Carlo pristup

RjeSenje problema je veoma jednostavno, pa je stoga opisano samo algoritamski:

1.

Za svaku od 30 osoba izaberi jedan slu€ajni cijeli broj koji predstavija

rodendan pojedine osobe.

. Provjeri postoji li ve¢, tj. je li obradena osoba koja ima isti rodendan kao

promatrana. Cim se naide na jedan takav sluéaj, dalie nije potrebno
provjeravati jer je tada sigurno da barem dvije osobe imaju rodendan na isti
dan. Povecaj broj podudaranja rodendana za jedan.

Ponovi korake 1i 2 jo§ M-1 puta, gdje M predstavlja broj epoha, tj. ukupni broj
izvodenja pokusa.

. Nakon M epoha odredi kvocijent podudaranja rodendana i ukupnog broja

epoha M. IzraCunati kvocijent tada predstavlja procjenu trazene vjerojatnosti.

Prema zakonu velikih brojeva, $to je broj epoha vedi, omjer «uspjeSnih» epoha, tj.

onih u kojima je do$lo do podudaranja rodendana dvaju osoba i ukupnog broja epoha

tezi k stvarnoj vjerojatnosti.

Tablica 1. Ovisnost procijenjene vjerojatnosti o broju epoha.

Procijenjena vjerojatnost (p) u odnosu na broj epoha (M) [stvarna vjerojatnost = 0,7063]

M

1

5

10

100

1000

10000

100000

p

1.0000

0.8000

0.6000

0.6300

0.7150

0.7019

0.7042
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Iz tablice je vidljivo da za velik broj epoha procijenjena vjerojatnost dobro opisuje
stvarnu vjerojatnost. Dakle, uz koriStenje slu€ajnih brojeva moguce je dovoljno dobro

procijeniti trazenu vrijednost bez eksplicitne analitiCke formulacije problema.

3.3. Problem podudaranja rodendana — Matlab kod

brEpoha = input('Unesi broj epoha: ');
brOsoba = input('Unesi broj os ")
podudaranja = 0; % broj "uspjesnih" epoha, tj. onih u kojima vrijedi da barem

% dvije osobe imaju rodendan na isti dan

for epoha = 1 : brEpoha % brEpoha == broj pokusa

obradjeni = []; 5 polje koje pohranjuje rodendane promatranih osoba
for osoba = 1 : brOsoba % promatra se svaka od osoba
dan = floor( rand*365 + 1 ); % slucajno se za svaku osobu odabire njen rodendan
if ( ~isempty( find( obradjeni == dan ) ) ) % u slucaju da vec neka osoba ima isti rodendan
podudaranja = podudaranja + 1; % epoha je "usjesSna" jer sigurno barem dvije osobe imaju
break; % rodendan na isti dan pa dalje nije potrebno provjeravati
end
obradjeni (end+1) = dan; % pamte se rodendani obradenih osoba

end

fprintf ('\nVjerojatnost da barem jedan par od %d osoba ima rodendan na isti dan je %f\n',...
brOsoba, podudaranja/brEpoha) ;
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3.4. Racunanje integrala pomoc¢u Monte Carlo metode
Veoma ilustrativan i jedan od najpoznatijih primjera Monte Carlo metode jest

raunanje integrala. Pretpostavimo da Zelimo izraCunati integral funkcije f(x) na

intervalu [a,b].

f(x)

Slika 13. Funkcija poprima pozitivne vrijednosti na intervalu [a,b]

3.4.1. Numericki pristup

Integral funkcije jednak je povrSini ispod funkcije. Takoder, integral funkcije f(X)

jednak je umnosku duljine intervala [a,b] i srednje vrijednosti funkcije f(x):
b
[ f00dx = (b-a) e =(b-a)(f) (3-1)

Dakle, kako bi izraCunali integral, potrebno je procijeniti srednju vrijednost

kontinuirane funkcije f(x). U tu svrhu koristi se generator slu€ajnih brojeva. Bududi
da se integral racuna na intervalu [a,b], potreban je generator slucajnih brojeva X

koji ¢e posjedovati uniformnu distribuciju na tom istom intervalu. Pomocu takvog

generatora moguce je procijeniti srednju vrijednost funkcije f(x) pomocu:

(Fy =3 2 (32)

i=1
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i vrijedi %im(f)N =(f). Ogcito, odabere li se veci N, bolja ¢e biti procjena srednje

vrijednosti funkcije f(x). Sada se integral funkcije moze procijeniti numeri¢ki pomocu

procijene srednje vrijednosti funkcije:

n

p b-—a
[foodx=(b-a)(f), ==—>"x, (3-3)

i=1

3.4.2. Monte-Carlo pristup

Alternativa numeri¢kom izraCunu integrala jest Monte Carlo integracija koja se kao i
problem zajedni¢kih rodendana temelji na koriStenju slu€ajnih brojeva. Kako bi se
sam pristup lakSe shvatio, dobro je prisjetiti se geometrijske vjerojatnosti. Npr.
pretpostavimo da se nasumice bira toCka unutar kvadrata povrSine P koji u sebi
sadrzi manji kvadrat povrSine P/4. Prema geometrijskoj vjerojatnosti lako je vidjeti da
je vjerojatnost da se nasumitno odabrana toCka nade unutar manjeg kvadrata
jednaka omjeru povrSina manjeg i ve¢eg kvadrata. U konkretnom slu€aju trazena
vjerojatnost iznosi 1/4.

Pretpostavimo sad da nam povrSina manjeg kvadrata nije poznata. Takoder,
pretpostavimo da posjedujemo generator slu€ajnih brojeva s uniformnom razdiobom
u podrucju velikog kvadrata te da pritom za svaku toc¢ku znamo je li pala unutar ili
izvan malog kvadrata. Na temelju slu€ajno odabranih to€aka moguce je procijeniti

vjerojatnost se sluCajno odabrana toCka nade unutar manjeg kvadrata:

gdje je M broj to€aka unutar manjeg kvadrata, a N ukupni broj slu€ajno odabranih
toCaka. Procjena vjerojatnosti p biti Ce to bolja Sto je broj ukupno slu¢ajno odabranih
toCaka N veci. Buduci da je prema geometrijskoj vjerojatnosti vjerojatnost p jednaka

omjeru povrsina manjeg i veéeg kvadrata:

P=3" (3-5)

\

moguce je nepoznatu povrsinu S odrediti uz pomo¢ procijenjene vjerojatnosti p kao
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Analogno, ovaj se pristup moze iskoristiti za raunanje odredenih integrala. Pritom je
potrebno poznavati funkciju f(x) Ciji se integral trazi, interval integracije [a,b] te

referentnu povrSinu uz pomoc¢ koje se na temelju procijenjene vjerojatnosti racuna

traZeni odredeni integral. Referentna povrSina je uvijek pravokutnik povrsine

(a+b)(JM|+|R]), ti. umnozak intervala integracije i zbroja minimaine i maksimaine

granice unutar kojih se nalaze sve vrijednosti funkcije koja se integrira.

Procjena vjerojatnosti vrsi se pomocu sljedecih koraka:

1. odredi vrijednost M takvu da vrijedi f(x)<M na intervalu [a,b]
2. odredi vrijednost R takvu da vrijedi f(x)>-R na intervalu [a,b]
3. inicijaliziraj S=0

4. N puta izvrsi korake 5. - 7.

5

. odaberi slu¢ajni broj x iz intervala [a,b]

2

odaberi slu¢ajni broj y iz intervala [-R,M |

7. ako vrijedi y< f(x) poveéaj S za jedan

f(x)

a b X

/ "

Slika 14. Funkcija koja poprima pozitivne i negativne vrijednosti na intervalu [a,b]

Na temelju ukupnog broja to€aka S, tj. toCaka (x,y) koje su "pale" u podrucje ispod
pozitivnog dijela funkcije f(x), odnosno iznad negativnog dijela, moguce je odrediti

procjenu integrala funkcije. Naime, pomocu broja to€aka S i ukupnog broja sluc¢ajno
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odabranih to€aka, a takvih je izraCunato ukupno N, mogucée je procijeniti omjer
povrSina ispod krivulje i ukupnog kvadratnog podrucja svih mogucih vrijednosti

toCaka, dakle omjer izmedu integrala funkcije f(x) i povrSine pravokutnika koja

predstavlja skup svih mogucih to€aka:

b
- 3 I f (x)dx
S _ podrugje ispod funkcije f (x) _ 5 (3-7)

N  ukupno kvadratno podrucje - (M -=R)(b-a)

iz Cega slijedi:

j f(x)dx=(M —R)(b— a)% (3-8)

Buduci da je kao donja granica pri racunanju to€aka koje su pale ispod funkcije f(x)
uzeta vrijednost -R, a ne x-os (funkcija f(x) sadrzi i negativne vrijednosti), potrebno
je od izraCunatog integrala oduzeti kvadratno podruje ispod nule koje iznosi R(b—a)
pa je kona€an izraz za odredeni integral funkcije f(x) koja je ograni¢ena odozgora s

M i odozdol s -R na intervalu [a,b] jednak:

jf(x)dx:(lvl —R)(b—a)%—R(b—a) (3-9)

a

Prema zakonu velikih brojeva, $to je broj slu€ajno odabranih to¢aka N vedi, integral
funkcije i povrSina podrucja svih mogucih to€aka bolje su opisani (pomocéu vise

toCaka) pa je i procjena integrala bolja.

Kao primjer, pokazimo Monte-Carlo integraciju funkcije f(x)=exp(-x*>) na intervalu

[0,10].

Tablica 2. Ovisnost procijenjene vjerojatnosti integrala o broju slu¢ajno odabranih to¢aka.

Procijenjena vjerojatnost integrala (I) u odnosu na broj slu¢. odabranih to¢aka (N)
[stvarna vjerojatnost integrala = 0,8862]

1

5

10

100

1000

10000

100000

0.0000

2.0000

2.0000

0.7000

1.0200

0.9210

0.8832
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3.5. Rac¢unanje integrala funkcije - Matlab kod

function I = mcIntegracija ( £, x, a, b, M, R, N )

M >= max( f(x) ) na intervalu [ a, b ]
s R <= min( f£(x) ) na intervalu [ a, b ]
% N = broj iteracija, tj. racunanja slucajnih tocaka

-> sto je N veci, koristi se veci skup tocaka za reprezentaciju
povrsina pa je rezultat precizniji

S =0;
for i =1 :N

X =a+rand * (b -a) ;
y =-R + rand * (M + R );

if y <= subs( f, x, x_)
S =85S+ 1;
end
end

I=(M+R)*(b-a)* (S/N) —R*(b -a);

end



3.6. Markovljevi lanci

Neka je X={X,}

_, Niz koreliranih slucajnih varijabli, gdje svaka varijabla X, moze

poprimiti vrijednost iz diskretnog prostora stanja Q. Za slu€ajni proces X kaze se da

je Markovljev lanac ako zadovoljava Markovljev uvjet:

..... X, =%)=P (X, = 1%, =) (3-7)
gdje P oznacava uvjetnu vjerojatnost prijelaza iz stanja iu n-tom koraku u stanje j u

(n+1)-om koraku. Gore navedeni uvjet kaze da uvjetna vjerojatnost prijelaza izmedu
dva susjedna stanja u lancu ne ovisi o nacinu na koji je lanac doSao do odredenog

stanja iz pocCetnih uvjeta. Markovljev lanac je u potpunosti odreden raspodjelom
vjerojatnosti pocetnog stanja P(oni,ieQ) i uvjetnom vjerojatnoS¢u prijelaza
izmedu dva stanja u svakom promatranom koraku P(X,,, = j| X, =i).

Ako je prostor stanja Q diskretan i konaCan, uvjetne vjerojatnosti prijelaza stanja

mogu se opisati matricom prijelaza P s elementima:

P =P(X,,=ilX,=0). (3-8)

n+1

U slucajnim procesima cije stanje ovisi o N varijabli, trenutno stanje u n-tom koraku

opisuje se vektorom stanja e"eR™. Raspodjela pojedinih komponenti vektora

stanja ® u svakom koraku n opisuje se viSedimenzijskom vektorskom funkcijom

gustoce vjerojatnosti 7" (©):

77 (0)=| 2" (0,), 7" (6, ), 7 (O, ) . (3-9)

gdje svaki '™ predstavlja gustocu vjerojatnosti komponente vektora stanja ©, u n-

tom koraku simulacije. PonaSanje multivarijantnog lanca moze se =zapisati u

kompaktnijem obliku koristenjem matrice prijelaza stanja:
" =7"P. (3-10)
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3.6.1. Specijalni sluc¢ajevi Markovljevih lanaca

a) stacionarnost - Markovljev proces je stacionaran ako vrijedi:
=P, (3-11)
b) ergodi¢nost - ergodiCki Markovljev proces je onaj za kojeg vrijedi:

n->o=7r"->7ve" vrs?, (3-12)

odnosno ergodiCki proces asimptotski tezi ka stacionarnoj distribuciji bez
obzira na polazni, po€etni vektor stanja. Ergodicki procesi izuzetno su vazni u
prakti€nim primjenama zbog cijelog niza dobrih matemati¢kih svojstava, poput
stacionarnosti i moguénosti dobivanja statistiCkog ocCekivanja vremenskim

usrednjavanjem realizacije slu€ajnog procesa.

c) homogenost - ako vrijedi da je 7" =z, Vk € Z, tj. ako vjerojatnost prijelaza

izmedu stanja ne ovisi o koraku simulacije.

d) ireducibilnost - lanac je ireducibilan ako je mogu¢ prijelaz izmedu svakog

odabranog para diskretnih stanja

e) reverzibilnost - lanac je reverzibilan ako je u svakom trenutnom stanju lanca

moguc povratak u stanje iz prethodnog koraka.

Nuzan i dovoljan uvjet da bi homogen, ireducibilan i reverzibilan Markovljev lanac bio

ergodiCan u literaturi se naziva detailed balance condition:

P =7mP,. (3-13)

U praksi se Cesto pojaviljuje problem simulacije viSsedimenzionalnog ergodi¢nog
slu€ajnog procesa, Cija su statistiCka svojstva opisana vektorskom funkcijom gustoce
vjerojatnosti 7, a bez eksplicitno poznate pripadne matrice prijelaza P. Nadalje,
ponasanje Markovljevih lanaca kod procesa na beskonacnim ili neprebrojivim ( npr.
kontinuiranim ) prostorima stanja 2 ne moze se zapisati matricom prijelaza P

konacnih dimenzija. U takvim sluajevima ponasanje Markovljevih lanaca ne opisuje
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se matricom prijelaza P, veC algoritamskim opisom prijelaza stanja. U tu svrhu
tipicno se koristi neki od dva osnovna simulacijska algoritma: Metropolis-Hastings

algoritam i Gibbs sampler.

3.7. Metropolis-Hastings algoritam

Metropolis-Hastings algoritam je nastao iz prakticne potrebe za numerickim
integriranjem slozenih analitickih izraza koji se pojavljuju u razliCitim podrucjima
teorijske fizike, a nisu rjeSivi analitiCki ili primjenom uobi€ajenih postupaka numericke
integracije. Osnovna ideja pristupa jest predstaviti podintegralnu funkciju gusto¢om
vjerojatnosti, prema kojoj se generira veliki broj uzoraka cCijom se statistiCkom
obradom procjenjuje numericka vrijednost odredenog integrala. lako je izvorno
zamiSljen za rjeSavanje problema numeriCke integracije, mogucnosti primjene
Metropolis-Hastings algoritma daleko su Sire, odnosno moze se koristiti u svim
problemima kod kojih je potrebno simulirati uzimanje uzoraka iz proizvoljno zadane

funkcije gustoce vjerojatnosti.
Neka je 72(@),@ e Q c R gustoca vjerojatnosti prema kojoj se zali obaviti generiranje
skupa sluCajnin uzoraka. ErgodiCki Markovljev lanac koji simulira gustocu

vjerojatnosti 7r(®) moze se dobiti Metropolis-Hastings algoritmom na sljedeci nacin:

1. Korak inicijalizacije algoritma - odabrati podetno stanje ®” cQ tako da
vrijedi 7(©)>0.

2. Korak generiranje kandidata - generirati novo stanje ®"™" iz postojeceg
stanja ®™ koriStenjem prijelazna uvjetne gustoce vjerojatnosti g(@“‘*” |®(“))

koja mora zadovoljavati:

a) g (@“‘*” | G)(“)) #0=g (@“‘) | @“‘*”) # 0 (uvjet reverzibilnosti)

b) g(@""|©™) je ireducibilna na Q.

3. Korak prihva¢anja kandidata - izraCunati vjerojatnost « prihvaéanja novog

stanja:
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(3-14)

a(@(m—l) ‘ @(n)) _ min{l, 72'(@(”+1))g (@(n) | @(n+1) )} |

72.(@(”) ) g (@(HH) ‘ ®(n))

Odluku o prihvaéanju ili odbijanju novog stanja ®™" najlake je implementirati

generiranjem slu¢ajnog broja u iz uniformne raspodjele U [0,1]:

u~U[0.1]= {u <a, stanje ®"" se prihvaca, (3-15)

u>a, stanje ®"" se odbija.

Ako se novo stanje ®"™" ne prihvati, lanac ostaje u stanju ®™u (n+7)-om
koraku simulacije. Nakon odluke o prihvac¢anju ili odbijanju novog stanja,
algoritam se vraca na korak generiranja novog kandidata. Navedenom
formulom za prihva¢anje kandidata preferira se dulje zadrZzavanje lanca u
podrucjima vece vjerojatnosti, Cineci tako pretrazivanje prostora vjerojatnosti

Q udinkovitim.

Opisani jednodimenzionalni Metropolis-Hastings algoritam moguce je poopditi na
probleme s proizvoljnim brojem dimenzija vektora stanja ®@cR", gdje 72'(@) tada

predstavlja zajedni¢ku gustocCu vjerojatnosti svih varijabli stanja. U tom slu€aju postoji
viSe nacina generiranja novih stanja lanca: istovremena promjena svih varijabli stanja
sustava, slijedna djelomi¢na promjena vektora stanja (blokovsko uzorkovanje vektora
stanja) ili pojedinaCna promjena svake varijable stanja, pri ¢emu se primjenjuje

ciklicka shema uzorkovanja svakog bloka ili varijable stanja.

Prednost Metropolis-Hastings algoritma lezi u Cinjenici da se zbog nacina
pretrazivanja prostora vjerojatnosti 2 moze vrlo ucinkovito obaviti pretrazivanje
visoko dimenzionalnih prostora stanja, izbjegavaju¢i pritom potrebu za

pretraZivanjem golemih dijelova prostora koji nisu od interesa, tj. onih u kojima je
7(©)~0. Drugo vrlo bitno svojstvo ovog algoritma jest Einjenica da je funkciju 7(©)

dovoljno poznavati analiticki samo djelomi¢no, odnosno toéno do na normalizacijsku
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konstantu. Naime, da bi funkcija 72'(@) bila gustoc¢a vjerojatnosti, mora biti zadovoljen

uvjet Iﬁ(@)d@zl. Kada to nije slucaj, izraz 7z(®) je potrebno pomnoziti
Q

normalizacijskom konstantom k. Proraun normalizacijske konstante kod visoko

dimenzionalnih problema, pogotovo kada se ciljna gustoc¢a vjerojatnosti 7r(®) formira

prema specifictnom problemu i ne predstavlja neku od standardnih distribucija, u
praksi je Cesto slozen i nemogu¢. Medutim, problem proracuna normalizacijske
konstante kod Metropolis-Hastings algoritma se u potpunosti izbjegava jer se
normalizacijske konstante izraza u brojniku i nazivniku kvocijenta formule(ona duga

za alfa) krate, uz pretpostavku da je analitiCki izraz za uvjetnu gustoCu vjerojatnosti

g(®"" @) u potpunosti poznat.

3.7.1. Formiranje prijelazne uvjetne gustoée vjerojatnosti

Kod formiranja prijelazne uvjetne gustoce vjerojatnosti g (@ |@™ ) moguéa su dva

osnovna pristupa:
a) slucajni hod - vrijednost novog stanja se dobiva zbrajanjem trenutnog stanja i

slu€ajne varijable Z, odredene gustocom vjerojatnosti 7z, :
0" =0"+Z,  Z~r,(Amndy) (3-16)
0~g(0" 0", 4,..4,)=f(0") (3-17)

b) nezavisno uzorkovanje - u prijelaznoj funkciji gustoce vjerojatnosti ne uzima se

u obzir vrijednost stanja u prethodnoj iteraciji:

O™ ~ 7, (Aserndy ) (3-18)

0~g(0" 0", 4,..4,) f (67) (3-19)

{ﬂq,...iq} predstavlja skup nekih a priori odabranih parametara prijelazne gustoce
vjerojatnosti. Odabir gustoca vjerojatnosti =,i 7, za formiranje g(G)(“*”\@(“)) je

proizvoljan, a tipi€an odabir predstavljaju standardne, jednostavne raspodjele ( npr.
uniformna, Gaussova itd. ), kod kojih se ne pojavljuje problem proracuna

normalizacijske konstante. Primjerice, ako se za r, kod sluCajnog hoda odabere
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Gaussova raspodjela, tada prijelazna gustoca vjerojatnosti ima oblik normalne
raspodjele oko trenutne vrijednosti ®", s rasipanjem odredenim parametrom A.

Sli¢no vrijedi i za neovisno uzorkovanje, no tada se Gaussova raspodjela centrira oko

neke a priori odabrane vrijednosti, a ne trenutnog stanja lanca ™.

Opcenito, kada se odabere simetri¢na prijelazna gustoc¢a vjerojatnosti g(@“‘*" \G)(“))
za koju vrijedi:

g (@(n+l) | ®(n)) =g (®(n> | @<n+1)) (3-20)
postupak simulacije 7[(@) se pojednostavljuje u Metropolis algoritam, kod kojega se
prijelazne gustoce vjerojatnosti g(@"" |@™) i g(®@™|©"") mogu zanemariti

prilikom prora€una koeficijenata prihvac¢anja ( opet ona duga formula).

3.8. Gibbs sampler

Gibbs sampler predstavlja poseban slu¢aj Metropolis-Hastings algoritma kod kojega
je vjerojatnost prihvacanja novog stanja « = 1. Osnovna zamisao Gibbs samplera
jest pojednostavljenje postupka generiranja novih stanja kod viSedimenzionalnih
problema, tako da se u svakom koraku obavlja uzorkovanje jednodimenzionalne
gustoce vjerojatnosti umjesto viSedimenzionalne, kako je to bio slu¢aj kod Metropolis-
Hastings algoritma. Za razliku od Metropolis-Hastings algoritma, Gibbs sampler je

primjenjiv isklju€ivo na viSedimenzionalne probleme.

Gibbs samplerom takoder se simulira ergodiCki Markovljev lanac odreden

visedimenzionalnom gusto¢om vjerojatnosti 7 (©). Algoritam se moZe opisati

sljedeCim koracima:

1. Korak inicijalizacije algoritma - potrebno je proizvoljno odabrati poCetni vektor

stanja 0 eQ, 7(0”)>0.

2. Korak generiranja novog stanja - generirati novo stanje sustava @™ kroz

N, sekvencijainih promjena pojedinih komponenti vektora stanja,
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uzorkovanjem potpunih uvjetnih gustoéa vjerojatnosti ﬁ(@k@_k) prema

sliedec¢em algoritmu:

(n+1) ) oM (n)
o ~z(0,100,0",...00 )

oy ~z(0,160",0,..0)
(n+1) (n+1) (n+1) (n) (n)
O ~7(0,16M",...0",0),...0
(n+1) (n+1) ~(n+1) (n+1)
O ~ 7(@,, 10,00, .00 (3-21)

U svakom medukoraku se obavlja uzorkovanje jednodimenzionalne funkcije

potpune uvjetne gustoce vjerojatnosti komponente ©, , uvjetovane na trenutno
stanje vektora preostalih (Np—l) komponenti ©-« (uzimaju se vrijednosti

@™ iz trenutne iteracije za komponente i<k, odnosno ®" iz prethodne
iteracije za i > k). Iteracija je zavrSena tek kada se obavi uzorkovanje svih N

komponenti vektora stanja, pri Cemu se nova parcijalna stanja komponenti u
svakom medukoraku bezuvjetno prihvacaju, za razliku od izvornog Metropolis-
Hastings algoritma. Osim prikazane deterministicke ciklicke sheme
uzorkovanja potpunih uvjetnih gustoca vjerojatnosti svih komponenti vektora
stanja, mogu se primijeniti i drugadciji pristupi (npr. slu€ajne permutacije

redoslijeda uzorkovanja komponenti ®, m drugaciji algoritmi aZuriranja vektora

stanja @i sl.).
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3.9. Usporedba Metropolis-Hastings algoritma i Gibbs sampliranja

Implementacija Gibbs samplera Cesto je jednostavnija od Metropolis-Hastings
algoritma, posebice u sluCajevima kada je moguce razdvoijiti utjecaj pojedinih varijabli
stanja i funkcije potpunih uvjetnih gustota vjerojatnosti opisati jednostavnim
analitiCckim izrazima za neku od standardnih raspodjela. Uzorkovanje komponenti

vektora stanja ©®, svodi se na generiranje sluCajnih brojeva prema standardnim
jednodimenzionalnim distribucijama Sto je proraCunski znatno manje zahtjevan
postupak od proracuna izraza za viSedimenzionalnu zajedniCku gustoCu vjerojatnosti
7[(@) kod proracuna koeficijenta prihvacanja Metropolis-Hastings algoritma.

Takoder, pristup sekvencijalnog uzorkovanja komponenti vektora stanja podjelom

jedna MCMC iteracije u N, medukoraka povoljno utjeCe na smanjenje korelacije

izmedu susjednih stanja.

Ipak, postoje i odredeni nedostaci Gibbs samplera u usporedbi s Metropolis-Hastings
algoritmom. Jedan od najvaznijih je potreba za potpunim poznavanjem analitiCkog
oblika funkcija potpunih uvjetnih gustoc¢a vjerojatnosti sto ukljuCuje i normalizacijske
konstante koje u opcem slu€aju nije jednostavno odrediti. Naime ukoliko potpune
uvjetne gustoce vjerojatnosti nije moguce izraziti nekom od standardnih raspodiela ili

nisu raspolozivi pripadni analitiCki izrazi (tj. potrebno je numeriCki aproksimirati
ﬂ(@k |@4) i odrediti pripadaju¢e normalizacijske konstante), tada implementacija

Gibbs samplera moze postati raCunalno izrazito zahtjevna. Takvi se problemi mogu
pojaviti primjerice kod visoko dimenzionalnih nelinearnih inverznih problema kod kojih

nije moguce analiticki separirati utjecaj pojedinih varijabli prilikom formiranja

ﬂ(@k |@)4).
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3.10. Uporaba Monte Carlo simulacije u prianjanju proteina

Aktualne metoda bazirane na Monte Carlo simulaciji u prianjanju proteina relativno su
mlade i pokazuju odredene prednosti nad ostalim metodama. Naime, velika vecCina
metoda modelira proteine kao kruta tijela te se pritom Cini gruba aproksimacija jer
prilikom interakcije proteina nastaju razne konformacije proteina pa novonastale
strukture viSe ne odgovaraju pocetnim strukturama proteina izvan kompleksa. Razlog
tomu su fleksibilnost okosnice i bo€nog lanca proteina. Takoder, u obzir je potrebno
uzeti i van der Waalsove sile, vodikove veze, hidrofobnost povrSina te sile
elektrostatske prirode $to metode temeljene na Monte Carlo simulaciji uglavhom sve
uzimaju u obzir Sto ih Cini daleko slozZenijim, ali i uspjeSnijim od ostalih metoda.
Program AutoDock baziran na Monte Carlo simulaciji je trenutno najpoznatiji i
najuspjesniji program u predvidanju proteinskih kompleksa.
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4. FFT-metoda kod prianjanja proteina

4.1. Osnovna ideja

FFT (fast Fourier transform) predstavlja metodu iscrpnog pretrazivanja prostora. U
sustini, sama metoda intuitivno ne govori kako doc¢i do ocjene preklapanja dvaju
proteina vec ideja lezi u kros-korelacijskoj funkciji. Za najjednostavniju ilustraciju,
zamislimo dvije funkcije realne varijable, f(t)=sin(t) i g(t)=cos(t). Dane funkcije su
istog oblika, no funkcija g(t) =cos(t) je pomaknuta u odnosu na funkciju f(t)=sin(t)

za z /2. Njihova korelacija je dana formulom

xcorr(t) = T f(r)gt+7)dr = T sin(7)cos(t+7)dr (4-1)

—00 —00

te je variraju¢i parametar tmoguce odrediti njihovu maksimalnu korelaciju, odnosno

njihova maksimalna korelacija nastupa za t__ koji predstavija potreban iznos

pomaka jedne funkciju u odnosu na drugu kako bi postale identicne. Kros-

korelacijska funkcija dakle pomic€e funkciju g(t) duz vremenske osi te racuna integral

za svaki odabrani pomak. Pri pomaku za t=7/2 funkcije postaju identi¢ne te kros-
korelacijska funkcija poprima maksimalnu vrijednost. Budu¢i da se u konkretnom
primjeru koriste periodiCke funkcije, kros-korelacijski integral bi za definicijske granice
divergirao pa je za granicu integracije dovoljno uzeti vec¢i period danih funkcija (u

ovom primjeru oba iznose 2r) .

4.2. Korelacija povrsina proteina

Najprije je potrebno povrsSine proteina mapirati na trodimenzionalnu reSetku.

OpiSemo li povrSinu prvog proteina funkcijom P(x,y,z), drugog proteina funkcijom
P,(x,y,2), izraz za ocjenu preklapanja odgovara upravo diskretnoj trodimenzionalnoj

kros-korelacijskoj funkciji povrsina oba proteina:

36



(i, j,k) =D P(x+i,y+j,z+k)P,(X,Y,2) (4-2)

X,Y,Z
Za raCunanje korelacije se koristi raCun u frekvencijskoj domeni pa se ocjena

preklapanja racuna kao inverz racuna u frekvencijskoj domeni:

S(i, j,k) = IDFT (DFT (R(X,Y,2))- DFT (P(X, Y, z))) (4-3)

U ovom koraku do izrazaja dolazi FFT algoritam pomocéu kojeg se racuna DFT.

Koristenjem FFT algoritma slozenost korelacije umjesto O(n°) postaje O(n*log(n))

Sto mnogo ubrzava proces racunanja korelacije. Pierce dolazi do formule koja se

koristi u implementacijama navedenog algoritma:
S, j,k) :élDFT(IDFT(P])- DFT(Pz)). (4-4)

Prednost FFT metode je Cinjenica da se odjednom raCuna ocjena za sve moguce
translatorne pomake proteina. Nedostaci su to Sto se uvijek raCuna ocjena za sve
toCke reSetke, iako za vecinu to nije potrebno buduci da za velik broj toCaka proteini
prodiru jedan u drugoga $to je fizikalno nemogucée. Takoder, protein mora biti
jednoliko pravokutno otipkan, pa nije moguce npr. povrsinu proteina otipkati tako da
svakom uzorku pripada jednaka povrsina. Velik nedostatak je i Cinjenica da je za sve

moguce rotacijske pomake potrebno racunati novu FFT.
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5. Zakljucak

Zanimljiva i obecCavajuc¢a Cinjenica vezana za racunalno modeliranje prianjanja
proteina lezi u raznim mnogobrojnim moguc¢im matematickim i racunalnim pristupima.
Trenutno su najpopularnije tri metode: geometrijsko rasprsenje, FFT te Monte Carlo
metoda.

Prednost metode geometrijskog rasprsSenja jest njena brzina i inherentna
paralelnost, no u stanju je opisati samo geometrijska svojstva koja su klju¢na, no ne i
dovoljna da bi dobro opisala proteinske interakcije. Takoder, veliki nedostatak
predstavlja generiranje velikog broja fizikalno nemogucih kompleksa (jedan protein
prodire u drugoga), koje je potrebno naknadno eliminirati.

FFT metoda je popularna zbog brzog racunanja korelacije medu povrSinama ili
pak nekog drugog svojstva proteina. Brzina se postize raCunanjem korelacije u
frekvencijskoj domeni pomoéu FFT-a, brze inaCice DFT-a koja se mozZe paralelizirati.
Takoder, velika prednost FFT metode je Cinjenica da se odjednom ra¢una ocjena za
sve moguce translatorne pomake proteina. Nedostaci su to sto se uvijek racuna
ocjena za sve toCke reSetke, iako za vecinu to nije potrebno buduci da za velik broj
toCaka proteini prodiru jedan u drugoga $to je fizikalno nemoguce. Velik nedostatak
je i €injenica da je za sve moguce rotacijske pomake potrebno racunati novu FFT.

Aktualne metoda bazirane na Monte Carlo simulaciji u prianjanju proteina
relativno su mlade i pokazuju odredene prednosti nad ostalim metodama. Naime,
velika vecCina metoda modelira proteine kao kruta tijela te se pritom c&ini gruba
aproksimacija jer prilikom interakcije proteina nastaju razne konformacije proteina pa
novonastale strukture viSe ne odgovaraju pocCetnim strukturama proteina izvan
kompleksa. Razlog tomu su fleksibilnost okosnice i bo€nog lanca proteina. Takoder,
u obzir je potrebno uzeti i van der Waalsove sile, vodikove veze, hidrofobnost
povrSina te sile elektrostatske prirode. Metode temeljene na Monte Carlo simulaciji
uglavnom sve navedene komponente uzimaju u obzir sto ih €ini daleko slozenijim, ali
i uspjesSnijim od ostalih metoda. Danas se istrazivacki napor usmjerava prema
rieSavanju problema fleksibilnosti, budu¢i da je postalo jasno da ¢e znacajnija
poboljSanja postojecih rezultata uslijediti tek kad se na odgovarajuci nacin uracunaju

i konformacijske promjene.
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7. Sazetak

Definirana su i opisana tri osnovna pristupa u prianjanju proteina: geometrijsko
rasprSenje, FFT i Monte Carlo metoda. Detaljno se opisuje metoda geometrijskog
rasprsenja te se navodi jedan mogudi pristup njene uporabe u podrucju prianjanja
proteina. Unato¢ dobrim svojstvima kao $to je velika brzina algoritma, buduéi da
promatra iskljuivo geometrijska svojstva, metoda ima ograni¢enu uporabu kod
modeliranja proteinskih interakcija. Na temelju jednostavnog primjera se pokazuje
racunanje kroskorelacije dvije funkcije kao mjera njihove podudarnosti te se prikazuje
slozeniji, trodimenzionalni oblik raCunanja korelacije povrSina proteina u
frekvencijskoj domeni pomoéu FFT-a. Navedeni su osnovni principi Monte Carlo
metode te Metropolis-Hastings algoritma, odnosno Gibbs samplera. Zbog velikog
broja mogucih iskoristavanja Monte Carlo metode kao $to je modeliranje fleksibilnosti
okosnice i bo€nog lanca proteina, od svih metoda upravo Monte Carlo metoda
predstavlja najplodnije podrucje u daljnjem modeliranju proteinskih interakcija,

odnosno u prianjanju proteina.
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