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1. Uvod

Kompleksne mreze su sve mrezZe koje nisu klasi¢ne mreze. To znaci da nemaju
distribuciju Poissonovog tipa s nasumic¢no distribuiranim vezama izmedu ¢vorova,
nego su te distribucije kompleksne. Kompleksne se mreze koriste za objasSnjavanje
podataka iz stvarnog svijeta koji su dobiveni empirijski. Pri istrazivanju kompleksnih
mreza vazno je odrediti srediSnje ¢vorove mreze, jer oni uvelike odreduju svojstva
mreze i objaSnjavaju razne pojave, kao Sto su Sirenje zaraza u kompleksnim
mrezama. U svom ¢u radu objasniti osnove teorije grafova, pojasniti $to su
kompleksne mreze i koje su vrste kompleksnih mreza, razraditi kako se moze
odrediti koji su ¢vorovi sredisniji i istraZiti u kojim sluCajevima je vazno znati sredisSnje
¢vorove mreze, koje su poveznice ¢vorova i koje su primjene kompleksnih mreza i
odredivanja sredisSnjih ¢vorova. Neke od tih primjena su poznate cijelom svijetu i

sluzimo se njima svakodnevno.



2. Osnove teorije grafova

Za lakSe razumijevanje kompleksnih mreza, koje se modeliraju grafovima,

objasnit u nekoliko pojmova vezanih za grafove. !

Jednostavan graf G sastoji se od nepraznog konacnog skupa V(G), Ciji
elementi su vrhovi (¢vorovi) grafa G i konatnog skupa E(G) razliCitih dvoclanih
podskupova skupa V(G) koji zovemo bridovi (veze). Definicija jednostavnog grafa
osigurava da su dva ¢vora povezana samo jednim bridom. Ako brid e spaja vrhove v
i w, kaZzemo da su i vrh v i vrh w incidentni s bridom e, te da su vrhovi v i w susjedni.
Neke od vrsta grafova su potpuni graf (Slika 2.1), u kojem je svaki vrh povezan sa
svim ostalim vrhovima, i zvijezda graf u kojem je jedan ¢vor povezan sa svim ostalim

¢vorovima, a oni niti sa jednim drugim ¢vorom.

AN

Slika 2.1 Potpuni graf Ks

Stupanj vrha v (deg(v)) grafa G je broj bridova koji su incidentni s v. Svakom
grafu G mozemo pridruziti niz stupnjeva. Ako graf ima n vrhova, niz stupnjeva je niz
od n cZlanova koji se sastoji od rastuéeg niza cijelih brojeva koji predstavljaju
stupnjeve svih vrhova grafa G. Leonhard Euler je 1736. godine dokazao da je zbroj
stupnjeva svih vrhova paran broj (lema o rukovanju). Graf u kojem su svi vrhovi istog
stupnja r, kazemo da je r-regularan. U svakom grafu je broj vrhova neparnog stupnja

paran.

Za svaki graf mozemo konstruirati matricu susjedstva i matricu incidencije. Ako
oznacimo vrhove grafa G s V={1,2,...,n}, tada definiramo matricu susjedstva A=[aj]

kao n*n matricu Ciji je element a; jednak broju bridova koji spajaju vrh i s vchom j. U

matrici susjedstva zbroj elemenata svakog stupca (ili retka) odgovara stupnju



odgovarajuceg vrha. Ukoliko oznaCimo i bridove grafa G kao E={1,2,....m},
definiramo matricu incidencije B=[b;] kao n*m matricu Ciji su elementi b; jednaki 1 ako
je vrh i incidentan s vrhom j, ili su jednaki O ako nisu incidentni. Matrica incidencije u
svakom stupcu ima na samo dva mjesta 1, i te jedinice pokazuju koja su dva vrha
spojena tim bridom. Matrica incidencije ovisi 0 numeraciji bridova, ali ona

jednoznacno odreduje graf.

Setnju u grafu G je konaé&an slijed bridova u kojem su svaka dva uzastopna
brida ili jednaka ili susjedna. Staza je Setnja u kojoj su svi bridovi razli€iti. Put je staza
u kojoj su i svi vrhovi razli¢iti (osim eventualno pocetnog i krajnjeg). Stazu ili put
kojem je pocetni vrh jednak krajnjem nazivamo zatvorenim. Ako je put zatvoren i
sadrzi barem jedan brid, nazivamo ga ciklusom. Struk grafa G je duljina njegova

najkraceg ciklusa.

Ukoliko graf nema ciklusa, zovemo ga Sumom, a povezanu Sumu nazivamo

stablo.

Povezan graf je eulerovski ukoliko postoji zatvorena staza koja sadrzi sve

bridove grafa. U takvom grafu stupanj svakog vrha mora biti paran. (Slika 2.2)

G, Gy

eulerovski skoro eulerovski neeulerovski

Slika 2.2 Eulerovski, skoro eulerovski i neeulerovski graf

Graf koji posjeduje ciklus koji prolazi svim vrhovima grafa zovemo

hamiltonovski graf.

Za razliku od neusmijerenih grafova, kod kojih bridovi povezuju dva vrha u oba
smjera, brid u usmjerenom grafu povezuje dva vrha, ali se to¢no zna koiji je izvorisni,
a koji odredisni, tj. brid vodi samo u jednom smjeru. Grafovi se dijele i na teZinske i
bestezinske; bridu tezinskog grafa pridajemo neku vrijednost, npr. duljinu. U

bestezinskom grafu svaki brid vrijedi jednako.



3. Kompleksne mreze

Kompleksne mreze su grafovi (mreze) sa topoloskim znacCajkama koje se ne
mogu naci u jednostavnim, slu€ajnim grafovima, kao Sto su komplicirane distribucije
stupnjeva Cvorova, hijerarhijska struktura grafa, visok koeficijent grupiranja ¢vorova
i/ili podudaranje ¢vorova (Slika 3.1). Jednostavne, klasi¢ne mreze imaju Poissonovu
distribuciju stupnjeva C¢vorova, dok kompleksne mreze vecCinom imaju Pareto
distribuciju stupnjeva vrhova. Najvaznije karakteristike kompleksnih mreza su
grupiranje Cvorova (eng. clustering), distribucija stupnjeva ¢&vorova i prosjeCna

duljina puta. Poku$at éu objasniti ta obiljezja. &

Centrality

(O—(

Slika 3.1 Socijalna mreza prikazana grafom: ¢vorovi C i K imaju najveéi stupanj, tj. povezani su sa
najviSe ¢vorova, dok je ¢vor D most (nije jedini) ovog grafa

3.1. Koeficijent grupiranja

Koeficijent grupiranja, C, grafa je vjerojatnost da su dva slu€ajno odabrana
vrha povezana uz uvjet da su oba povezana sa zajedniCkim vrhom. Ako je k; broj
susjeda i-tog vrha, te |; broj susjeda i-tog vrha koji su medusobno povezani, tada je

koeficijent grupiranja dan formulom (3.1).
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Grupiranje podrazumijeva okupljanje vise ¢vorova oko jednog ¢vora, koji onda

ima sve viSe veza s drugim ¢vorovima i takve ¢vorove nazivamo hubovi.

3.2. Distribucija stupnjeva ¢vorova

Distribucija stupnjeva ¢vorova grafa P(K) je vjerojatnost da slu€ajno izabran
vrh ima k susjeda. Ako je k(i) stupanj vrha i, te n(k) broj vrhova stupnja k, tada vrijedi
(3.2).

k
P(k) = M (3.2)
n
Pareto distribucija je distribucija bez skale, koja opisuje distribuciju stupnjeva u
mrezama koje imaju hubove (y je parametar mreze). Distribucija stupnjeva (3.3)

prisutna u mrezama bez skale.

P(k) = k™ (3.3)

3.3. Prosje¢na duljina puta

Prosje¢na duljina puta je prosje¢ni najkrac¢i put izmedu dva slu¢ajno odabrana
vrha (ukupni broj vrhova je n). Ako je graf G dan s n vrhova, dj je najkraci put izmedu
vrhova v; i v;, prosje¢na duljina puta u mreZi dana je formulom (3.4). Sto je prosjecna

duljina puta kraca, to je brze Sirenje informacija kroz mrezu.
p=—"2 z d
Tnan-1D4L Y (3.4)
i>j

3.4. Primjeri kompleksnih mreza
Najpoznatiji primjeri kompleksnih mreza su mreZe bez skale (eng. scale-free

networks) i mreze malog svijeta (eng. small-world networks).

3.4.1. Mreze malog svijeta
Primjer mreze malog svijeta je pokus Stanleya Milgrama, socijalnog psihologa
iz 1960-tih, kojim pokazuje da su sve osobe na svijetu povezane u prosjeku preko 6

drugih ljudi (engl. Six Degrees of Separation). Ukoliko prosjeCna duljina puta



kompleksne mreze (D) raste sporije od nego pozitivna potencija broja najblizih

susjeda (N) tada za mrezZu kazemo da je mreza malog svijeta.

3.4.2. Mreze bez skale
Mreze bez skale imaju polinomnu distribuciju stupnjeva, najceSce Pareto
distribuciju, i takve su mreze na primjer World Wide Web, mreze proteinskih
interakcija u metabolizmu itd. Ove mreze imaju prisutne hubove, ¢vorove koji imaju

stupanj puno veci od prosjecnog stupnja ostalih ¢vorova u mrezi.



4. Odredivanje sredisnjih ¢vorova u kompleksnim
mrezama

U analizi kompleksnih mreza Cesto se postavlja pitanje koji je Cvor sredisnji.
Odgovor na to pitanje ovisi o kakvom se srediStu radi, o kakvoj je mrezi rijeC.
NajCesSce je ¢vor koji ima najviSe veza sredisnji, ali za odredivanje sredisnjih ¢vorova

u kompleksnim mreZzama, tj. analizu mreza, postoji nekoliko mjera koje ¢u opisati.[l]

3.5. Stupanj évorova

Stupanj ¢vorova (engl. degree centrality) je mjera definirana kao broj bridova
koji su incidentnim s ¢vorom, tj. broj direktnih veza koje neki ¢vor ima . Za svaki
usmjereni graf postoje tri mjere utvrdivanja stupnjeva Cvorova; prema ulaznom
stupanju (eng. in-degree) koji broji broj veza usmijerenih u &vor, prema izlaznom
stupnju (eng. out-degree) koji daje broj veza usmijerenih iz ¢vora i prema ukupnom
stupnju (eng. total degree) koji broji ukupni broj veza u ¢vor i iz ¢vora. Npr. za
pozitivni odnos kao $to je prijateljstvo, ulazni stupanj je popularnost, a izlazni

drustvenost.

Za Cvor v grafa G sa n Cvorova stupanj centralnosti je omjer stupnja ¢vora i broja
ostalih vrhova grafa (4.1). Taj broj mozemo oditati i iz matrice susjedstva grafa, kao
zbroj elemenata matrice u pojedinom stupcu (4.2). SloZenost raCunanja stupnja

centralnosti (Cp) za sve &vorove (V) ima slozenost O(V?).

degifv)
n—1

Q= Z dij (4.2)

Definiciju centralnosti mozemo proS8iriti i na cijeli graf, ako ¢vor s najveéim stupnjem

(4.1)

Cp(v) =

centralnosti u grafu G ozna€imo s v*, neka je graf G s n ¢vorova povezan graf u
kojem je razlika izmedu stupnja centralnosti vrha v* i svakog drugog vrha tog grafa

najveca (4.3). Tada je stupanj centralnosti grafa G definiran sa (4.4).

V|

H= 160 )= 6w))] (43)

j=1
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Slika 4.1 Grafovi zvijezde s 4,5,6 i 7 vrhova

Cp(G) =

Kod zvijezda grafa (Slika 4.1) H je maksimalan jer graf G sadrzi jedan ¢vor povezan
sa svim ostalim ¢vorovima, a ostali ¢vorovi su povezani samo na taj centralni ¢vor.
Tada vrijedi (4.5).

H=(n—1)(1—n—i1>=n—2 (4.5)

3.6. Blizina évorova

Udaljenost dg izmedu dva vrha v i t je minimalna duljina putova koji ih
povezuju. Blizina ¢vorova (engl. closeness centrality) se definira kao prosjeCan broj
koraka koji nam je potreban da od jednog vrha grafa dodemo do svih ostalih ¢vorova
koji su mu u dometu (4.6). Ukoliko imamo matricu udaljenosti nekog grafa, moZzemo
zbrojiti udaljenosti medu vrhova i na taj na€in dobiti ovu mjeru udaljenosti (4.7). Ako
na primjer, neki ¢vor ima manje veza sa ostalim ¢vorovima, a ipak mu je prosjean
broj do svih ostalih ¢vorova malen, taj ¢vor je blizu svih ¢vorova, informacija brzo

putuje do svih ¢vorova i ima veliku preglednost mreze.

1
R ) (0
0 = Z dyj (4.7)
J



3.7. Medupolozenost ¢vorova

U svakom grafu vazno je znati kroz koji Evor prolazi najviSe najkracih putova u
grafu. Takvi bridovi su mostovi grafa i ukoliko maknemo &vor kojim prolazi most, graf
Ce se podijeliti na nepovezane podgrafove. SrediSnji ¢vorovi su dijelovi velikog broja
najkracih putova grafa. Za graf G:=(V,E) sa n ¢vorova, medupoloZenost ¢vora (engl.
betweenness centrality) v dana je formulom (4.8), gdje je o5 broj najkradih putova iz s

doit, a og(v) je broj najkracih putova od s do t koji prolaze vrhom v.

0t (V)

Ot

Cy(v) = (4.8)

SFV#ELEV
S*t

IzraCun medupolozenosti i blizine svih &vorova u grafu ukljuuje raCunanje

najkrade staze izmedu svih parova vrhova u grafu. To radunanje je slozenosti O(V3).

3.8. Svojstveni vektor ¢vorova

Odredivanje srediSnjih &vorova svojstvenim vektorom (engl. eigenvector
centrality) je mjera vaznosti ¢vora u mrezi. Ova se mjera ¢voru dodjeljuje u odnosu
na rezultate svih ¢vorova u mrezi tako da se veza do ¢vorova vece vaznosti pridonosi
rezultatu ¢vora viSe nego jednaka veza do ¢vora manje vaznosti. Ovakva se mjera
odredivanja sredi$njih ¢vorova koristi u Google Page Rank —u. Recimo da nam je
matrica susjedstva grafa G oznacCena sa A;jj, n je ukupan broj ¢vorova, M(i) je skup
¢vorova povezanih sa i-tim ¢vorom, 2 ozna€ava konstantu, tada je svojstveni vektor i-

tog vrha x; proporcionalan zbroju bodova svih ¢vorova (4.9).

1 1w
X =7 Z Xj =;ZAinj (4.9)
j=1

JEM(i)
Ovaj vektor mozemo zapisati i kao (4.10).

1
X = ZAx (4.10)

Postoji mnogo razli€itih svojstvenih vrijednosti A za koje postoje svojstveni vektori.
No, zahtjeva se da svojstveni vektor mora biti pozitivna vrijednost. Postoji
jednostavan algoritam "Power iteration” za odredivanje dominantne svojstvene

vrijednosti A1 vektora v razli¢itog od nule.



5. Primjene

Kompleksne mreze su rasprostranjene svud oko nas i primjenjuju se u
objasnjavanju raznih pojava, kao $to su proteinske interakcije u metabolizmu, Sirenje

zaraza, socijalne mreze, Internet i bilo koje mreze koje mozemo modelirati grafovima.

Primjer gdje se koriste metode odredivanja srediSnjih ¢vorova kompleksne
mreze je i "Google Page Rank" koji koristi "Power iteration" algoritam za racunanje
ranga stranice u trazilici (Slika 5.1)*°. Google indeksira linkove sa neke internet
stranice i linkove na tu internet stranicu i Sto veci Page Rank stranica ima, to ¢e je
trazilica postaviti blize vrhu rezultatima pretrage. Tako Google radi istrazivanje cijele
strukture weba. Page Rank objektivno mijeri vaznosti web-stranica rjeSavanjem
jednadzbe s viSe od 500 milijuna varijabli i 2 milijarde pojmova. Tumace se veze
izmedu stranica i procjenjuje se vaznost stranice prema broju glasova koje dobije.
Tako se link sa stranice A na stranicu B boduje kao glas za stranicu B, od stranice A.
U obzir se uzimaju i vaznosti stranice koja daje glas, jer vaznije stranice dobivaju visi

Page Rank i pojavljuju se na vrhu rezultata pretrazivanja.

What do we REALLY
know about PageRank?

Slika 5.1 Google Page Rank

Algoritam Google Page Rank-a osmislili su, i na njemu se obogatili, Sergey
Brin i Larry Page (5.1). Page Rank je razdioba vjerojatnosti koriStena da predstavi

vjerojatnost da ¢e osoba sluc¢ajnim klikom na linkove stici na bilo koju stranicu.

PR(Ty) . PR(T,)

PR(A) =(1—d)+d* R 4ot )

(5.1)

U ovome algoritmu PR(A) je Page Rank stranice A, PR(T;) Page Rank
stranice T1, C(T,) je broj linkova sa stranice T,, d je faktor priguSenja. Faktor

priguSenja d je vjerojatnost da ¢e osoba koja pretrazuje Internet nasumicnim

10



pritiskom na linkove, u bilo kojem trenutku, nastaviti dalje traziti. Vrijednost tog
faktora je oko 0,85 (a kao vjerojatnost uvijek je izmedu 0 i 1). Algoritam iterativho
prolazi kroz sve otvorene stranice i linkove, i tako se raCuna Page Rank svake web-

stranice, te se stranica sa ve¢im Page Rank-om postavlja viSe u rezultatima trazilice.

"KCores" je metoda kojom se raCunaju sve k-jezgre u grafu, tj. to je alat za
identificiranje dobro povezanih struktura unutar grafova. K-jezgra se racuna
rekurzivno odbacivanjem €vorova grafa koji imaju stupanj ¢vora manji od k. Primjena
k-jezgri prisutna je u biologiji, na primjer u predvidanjima funkcije proteina u

interakcijama.

Metode za odredivanje sredisSnjih ¢vorova u kompleksnim mrezama koriste se
i za razbijanje teroristiCkih organizacija, objasSnjavanje interakcija imunizacija kod

Sirenja zaraza, objaSnjavanju marketinkih pojava i sl.

11



6. Zaklju€ak

Istrazivanje kompleksnih mreza zanimljivo je podrucje u istraZivanju teorija
mreza. Odredivanjem sredisnjih ¢vorova kompleksnih mreza dobivaju se informacije
o mrezi, ¢vorovima, poveznicama. Te se informacije mogu iskoristiti u razne svrhe.
Kompleksne mreze je primjerice i mreza teroristiCke organizacije. Svi znamo da
razbijanjem glavnog ili viSe glavnih Cvorova takve organizacije pocinje njezino
uniStavanje. Kompleksna mreza je svaka socijalna mreza, kao na primjer "Facebook"
i "Twitter". Sirenje epidemija se moze objasniti kompleksnim mrezama, pogotovo ako
se znaju srediSnji Cvorovi tih mreza. Web-stranice se na Google-ovoj trazilici
rangiraju prema svojstvenim vektorima ¢vorova. Za odredivanje srediSnjih ¢vorova
postoji nekoliko metoda, ovise o stupnjevima &vorova, bridovima koji ih povezuju i
putovima koji idu kroz ¢vorove. U velikom broji sluCajeva, poznavanje srediSnjih
c¢vorova kompleksnih mreza, uvelike nam olakSava objasSnjavanje raznih pojava i

pojednostavnjuje ih.
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8. Sazetak

Kompleksne mreze su grafovi (mreze) sa topoloskim znaCajkama koje se ne
mogu naci u jednostavnim, slucajnim grafovima, kao Sto su komplicirane distribucije
stupnjeva ¢vorova, hijerarhijska struktura grafa, koja je ujedno i struktura zajednice,
visok koeficijent grupiranja &vorova i/ili podudaranje &vorova. Sredi$nji se &Evorovi
odreduju raznim metodama. Najvaznije su stupanj cvora, blizina Cc¢vorova,
medupolozenost ¢vorova i svojstveni vektor ¢vora. Kada saznamo koji su srediSnji
¢vorovi, mozemo si puno jednostavnije objasniti razne efekte te mreze. Sve te
metode imaju matemati¢ku podlogu, zasnovanu na teoriji grafova. Nadam se da je
ovaj rad objasnio metode i poneke primjene tih metoda na kompleksne mreze i na

pojave oko nas.
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